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"An unsere Mitarbeiter! 


Es ist unbedingt notwendig, daß alle zur Einsendung gelangenden Manuskripte 
sowohl vollkommen druckfertig, als auch in gut lesbarer, möglichst Maschinen-Schrift 
gehalten sind, wobei die gotischen und griechischen wie überhaupt alle besonderen Typen 
durch Bunistift bezeichnet werden. Nachträgliche Korrekturen verursachen wesent- 


liche Kosten, die sich naturgemäß auf die Preisgestaltung des Journals mit auswirken 
müssen. Machen sich also aus irgend einem Grunde Text-Änderungen eines Bei- 


trages notwendig, so sind diese der Schriflleitung sofort mitzuteilen, wenn sie.die 
endgültige Annahme und Weitergabe an den Verlag meldet; Korrekturen nach dem 
Vorliegen des Satzes dürfen sich ausschließlich auf die Verbesserung von Satzfehlern 
erstrecken. 

Manuskripte, ie üsm siiguage orinllinten ;Vorwhrifien ansgrechen, ermöglichen 
auch der Schriftleitung eine raschere Prüfung als schwer leserliche und können in- 
folgedessen schneller zum: Druck gelangen. 

Im Interesse des schnellen Erscheinens der einzelnen Hefte erhalten die Herren 
Verfasser grundsätzlich nur eine Korrektur ihrer Beiträge. Da seitens der Schrift- 
leitung die Korrekturen in iypographischer Hinsicht sorgfältige Lesung finden und 
die richtige Ausführung der Autor-Korrekturen genau überwacht wird, hoffen wir, 
auch so allen Wünschen gerecht zu werden. 

Die Herren Verfasser erhalten von Abhandlungen bis zu 24 Seiten Umfang 
100 Sonderabdrucke, En N weitere 


gegen Berechnung. 





Sendungen für das Journal erbittet die Redaktion ausschließlich unter der Adresse 
An die Redaktion des Journals für die reine und angewandte Mathematik 
Professor Dr. Kurt Hensel, gta rt Cassel), Behringweg 7. 














Zur Einführung des Scharbegriffs. 
Von Reinhold Baer in Halle a. S. 


Einleitung. 


Seit F. Klein 1872 im Erlanger Programm die Abbildungsgruppe als Ordnungs- 
prinzip der Geometrie erkannte, ist das Studium von Abbildungsgruppen und ihren 
Invarianten — im allgemeinsten Verstande — zum zentralen Problem in den meisten 
mathematischen Disziplinen geworden. Ich erinnere nur, um etwas besonders anders- 
artiges zu nennen, an die Dedekindsche Auffassung der Galoisschen Theorie. — Nur ein 
Gebiet ist in dieser Hinsicht etwas stiefmütterlich behandelt worden: die Gruppen- 
theorie selbst. Man untersuchte die Automorphismengruppe einerseits und das Problem 
der Darstellung einer Gruppe als Abbildungsgruppe andererseits, wobei als abzubildende 
Menge etwa die Gruppe selbst zu Grunde gelegt wird. 


Es stellt sich die allgemeine Frage: gegeben eine Gruppe ® und eine Gruppe A 
eineindeutiger Abbildungen von © auf sich; was bleibt in © gegenüber A invariant? Was 
dies bedeutet, insbesondere wie diese Frage für ‚allgemeine‘ Gruppen zu präzisieren 
ist, das wird uns im Beginn des $ 1 beschäftigen; wir werden hierbei durchaus in Analogie 
zur sog. „Invariantentheorie‘‘ im engeren Sinne verfahren. Die sich hier ergebende 
Problemstellung werden wir dann an einem speziellen Beispiel durchführen, indem wir 
als Gruppe A die der ähnlichen Abbildungen zu Grunde legen. Diese besteht aus allen 
Abbildungen der Form: r>arb, wo r alle Elemente von & durchläuft, während a, b 
zwei für die vorliegende Abbildung charakteristische Elemente aus © sind. Es erweist 
sich dann als die Fundamentalinvarıante von A der Ausdruck: 


F(tı, Io, £3) = Hılz!a, 


wo die r, beliebige Elemente aus & sein können. F(r,, La, La) stellt aber gerade das Kom- 
positionsgesetz für Scharen — im Sinne von Prüfer!) — dar. 


Betrachten wir jetzt die einfach transitive Untergruppe P von A, die alle und 
nur die Abbildungen: r— ra von © aufsich enthält, so erhalten wir im $ 2 die Charakte- 
risierung einer Unterschar von © als einer solchen Teilmenge von ®, die bei allen 
Abbildungen aus P entweder in sich oder in ein fremdes System übergeht. Besteht 
diese Eigenschaft sogar gegenüber A, so haben wir es mit einer normalen Unterschar 
von © zu tun, d. i. eine Restklasse nach einem Normalteiler von ©. 


Schließlich untersuchen wir im $ 3 die Gruppe A selbst und ihr Verhältnis zur 
Gruppe F aller Gruppenautomorphismen von ©. Es erweist sich insbesondere, daß die 
Vereinigungsgruppe von F und P, ebenso auch die von F und A die Gruppe aller Auto- 
morphismen von ® ist, wenn man © als Schar auffaßt ?). 


ı) H. Prüfer: Math. Zeitschrift Bd. 20 (1924), p. 166—187, bes. $$ 3—5. 
2) Daß P eine Gruppe von Scharautomorphismen ist, findet sich schon bei Prüfer, l.c. $5 (1. Absatz). 
Journal für Mathematik. Bd. 160. Heft 4. 27 








200 Baer, Zur Einführung des Scharbegriffs. 


Bezeichnungen: 

Sind A, B zwei Untergruppen einer Gruppe, so ist: 

AB der Durchschnitt von A und 5, 

AvB die Vereinigungsgruppe von A und B, d.h. die kleinste A und B enthaltende 
Gruppe. 

aeA-= -a ist Element von A. 

Abstrakte Gruppen und ihre Unterscharen werden durch große deutsche Buch- 
staben: &, ©,..., 

ihre Elemente durch kleine deutsche Buchstaben: a,b,...,1, 3 ---, 

Abbildungen durch kleine griechische Buchstaben: «,«(r), .. ., 

Abbildungsgruppen durch große griechische Buchstaben: A,P,A,f,X bezeichnet. 


$ 1. Die Invariantentheorie der Gruppe der ähnlichen Abbildungen. 


Unter einem rationalen Ausdruck in den [Gruppenelementen] r;(i =1,...,n) 
verstehen wir einen Ausdruck: R({rt;}) = R(:) = R, der aus den r, durch endlich häufige 
Anwendung der Operationen: Multiplikation und Inversenbildung aufgebaut ist. R(- ) 
heißt unverkürzbar, wenn es in R( - ) nicht vorkommt, daß für irgendein festes i hinter- 
einander r, und t;! in R(-) auftreten. 

Weiter sagen wir: in der Gruppe © ist die Relation 
Ri) =1 
erfüllt, wo R( -) ein rationaler Ausdruck ist, wenn diese Relation für jedes beliebige 
Wertesystem {r,} aus © gilt. 


Schließlich nennen wir die r, ein System von ‚„Unbestimmten‘‘, wenn für unverkürz- 
bare rationale Ausdrücke R(-) dann und nur dann 


Rip) 1 
erfüllt ist, wenn in R alle r, nur in der nullten Potenz, d. h. gar nicht auftreten !)?). 
Dann gilt der 
Satz 1: Gilt eine Gleichung: 
(1) R{&}) = Ralf), 


wo R, und R, rationale Ausdrücke in den x, sind, zwischen den Unbestimmten r,, so ist 
die Relation: 


(2) RıRz(-)=1 
in jeder Gruppe erfüllt; gilt aber die Ungleichung 
Re) # Re{t}) 


zwischen den Unbestimmten x,, so gibt es Gruppen ?), in denen die Relation (2) nicht erfüllt ist. 
Oder kürzer: 


Dann und nur dann ist in jeder Gruppe die Relation (2) erfüllt, wenn (1) eine Gleichung 
zwischen Unbestimmten ist. 


Unter einer allgemeinen Abbildungsgruppe einer Gruppe wollen wir eine solche 
verstehen, die für jede Gruppe definiert ist. Z. B. die der Gruppenautomorphismen 


1) Die Unbestimmten erzeugen die sog. freien Gruppen. 
2) Eine Unbestimmte x erfüllt in jeder Gruppe nur die verkürzbare Relation: gr! =1. 
®) z.B. die freien Gruppen. 
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kı Ka) = altı) alte), 
die der ähnlichen Abbildungen: 


A) arte etc. 
ıde Sei schließlich J({r;}) ein unverkürzbarer Ausdruck in den Unbestimmten r;; J(: ) 
wird durch die Abbildungen: t—«(r) unserer allgemeinen Abbildungsgruppe isomor ph 
abgebildet, wenn für jedes «( - ) dieser Gruppe gilt: 


:h- (3) Kot) = olJ/tEd)]- 
Es stellt sich dann das folgende allgemeine Problem: 
Zu einer vorgegebenen allgemeinen Gruppe A von Abbildungen ist ein System $ 
von unverkürzbaren rationalen Ausdrücken in Unbestimmten aufzusuchen, so daß 
1. jeder der Ausdrücke aus 5 von der ganzen Gruppe A isomorph abgebildet wird, 


a 2. jeder von ganz A isomorph abgebildete Ausdruck in Unbestimmten sich aus den 
Ausdrücken aus S rational unter Benutzung der Operation des Einsetzens aufbauen läßt. 

S heißt dann ein vollständiges Invariantensystem der allgemeinen Gruppe A. 

n) Aus Satz 1 ergibt sich, daß die Ausdrücke aus S in jeder speziellen Gruppe ® durch 
ige A isomorph abgebildet werden; es kann aber spezielle Gruppen © geben, in denen es 
7 von A isomorph abgebildete Ausdrücke gibt, die sich nicht aus 5 aufbauen lassen. 

er- 

Definition 1: Eine eineindeutige Abbildung x>x(x) der Gruppe © auf sich heißt 
dann und nur dann eine ähnliche, wenn es zwei Elemente 3,(i = 1,2) gibt, die nur von &, 
aber nicht von x abhängen, so daß (kt) = ZıX 3, für alle x ist. 

“ Wir wollen jetzt das oben skizzierte Problem für die Gruppe A aller ähnlichen Ab- 
8 bildungen lösen; es gilt der 
Satz 2: Der Ausdruck: 
2. 
F(ti, Yo, 3) = Hılz' a 
in den Unbestimmten x,(i =1,2,3) stellt ein vollständiges Invariantensystem der allge- 
meinen Abbildungsgruppe A dar. 
) Beweis: A. Es ist: 
FÜAE)ID = dukı de (die de)" dukade = drkıkatiade = alFliid)]) 
d.h. F(-) wird durch A isomorph abgebildet. 
B. Werde jetzt J({r,}) (e=1,...,n) durch A isomorph abgebildet; dann folgt 
'st aus (3) und der Definition 1: 
(4) IKdıkiäe}] = HJ lerl]löe- 
Sei jetzt J[{x,}] = ri J’( ), wo J’(-) ein unverkürzbarer Ausdruck in den r; ist, der 
nicht mit £, beginnt, und e, = +1 ist!). J(-) ist Ja ein unverkürzbarer Ausdruck. Dann 
folgt &, = + 1, da sonst die linke Seite von (4) mit 35, die rechte aber mit 3, beginnen 
t. würde, also eine nicht triviale Relation zwischen den Unbestimmten t,;, 3, bestände. 
Sei weiter 
g (5) ad) eG), 
wo J”(.-) ein unverkürzbarer Ausdruck in den 1,8 = +1, 8 = +1, an #1, 13 # 1a 
. ist und J’’ mit einem ti beginnt, so daß ri: + r,* ist?). Dann folgt aus (4): 
n nd 3a kdıkide}) = led) oder Slfärkide}) = rt JS ler}) de- 





1) Genauer dürften wir nur voraussetzen, daß .J’(-) nicht mit pe ı beginnt; doch erweist es sich 
unten als unmöglich, daß J’(-) mit x;' beginnt. 
2) Hier ist wieder in entsprechender Modifikation die Anm. !) anzuwenden. 
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Setzen wir hier (5) ein, so ergibt sich: 
here) 
und hieraus folgt wie oben sukzessive: 
8s=- —-1,8=+1W1, 
so daß sich: 
I), 


ergibt. 
Analog weiter schließend erhält man: 
(6) I). u 


wo stets ig # ig+ı und notwendig m > 1 und ungerade ist. 

Seim=2l+1, 1>1. 

Dann ist unser Satz bereits für Z = 1 bewiesen; sei er auch für 1 — 1 bewiesen; 
es ist J(-) = JU- )ı;! Ki, wo also n. V. J bereits rational und durch Einsetzen aus 


m 


F(-) aufgebaut ist; dann ist: 


J( 2 = F[J .) mn ls 
womit unser Satz bewiesen ist. 


Bemerkung: Daß F(-) in speziellen Fällen kein vollständiges Invariantensystem ist, zeigt das 
folgende Beispiel: 
® sei Abelsch und werde durch a; mit a =1 (i=1,2,3,4,5) erzeugt. Dann wird auch 


Je} = Kıkakakı 
durch A isomorph abgebildet; denn die allgemeine ähnliche Abbildung ist: 


>) =r3; 
also ist: 


Ja (E)}] = Kıkakstadt = Hıletstad = a [J{))], 


und J(-) hat nicht die Form (6). Übrigens gilt unser Satz 2 auch für Abelsche Gruppen mit Elementen 
unendlich hoher Ordnung. 


$ 2. Die Scharen. 


Definition 2: Eine Teilmenge © der Gruppe © heißt dann und nur dann eine Schar, 
wenn © mit den Elementen a,(i = 1,2,3) stets auch das Element a,azta, enthält. 


Satz 3: 1. Eine Schar © in © ist dann und nur dann eine Untergruppe von ©, wenn 
© die Identität von © enthält !). 

2. Eine die Identität enthaltende Teilmenge © von © ist dann und nur dann eine 
Schar, wenn sie eine Untergruppe von © ist. 

3. Eine Teilmenge © von © ist dann und nur dann eine Schar in ©, wenn es eine 
Untergruppe ©, bezw. ©, von © gibt, so daß © rechts- bezw. linksseitige Restklasse nach 
©, bezw. €, ist. ©, bezw. ©, sind hierdurch und durch © eindeutig bestimmt. 


Beweis: I. Eine Teilmenge © von © ist dann und nur dann eine Untergruppe 
von ®, wenn sie mit a und b auch a-! und a -b enthält; sie enthält also notwendig 
aa=t=1 undmit a,b,c auch ab-ic. 





1) Führt man den Scharbegriff abstrakt ein, wie es Prüfer, 1. c. p. 170 tut, indem man unter einer 
Schar ein Elementesystem versteht, in dem je drei Elemente a, b, c eindeutig ein viertes a b°1c be- 
stimmen, so daß I. ab1b=bb 1a =a, II. (abc) De = a (detb)te=ab1(cd 1e) = ab1chie, 
III. die Gl. ab-1c =d nach jedem der Elemente a, b, c auf nur eine Weise auflösbar ist — die Lösbar- 
keit überhaupt läßt sich beweisen —, so kann man von der Schar jederzeit zur Gruppe übergehen, indem 
man irgendein festes Element o als Einheit auszeichnet und als Gruppenkomposition a°b = ao 1b einführt. 
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Enthält umgekehrt eine Schar © in ® auch die Identität, so enthält sie mit a, b 
auch a-1-1:-b=ab und 1-a1-.14 = a-ı, 

Damit sind 1. und 2. bewiesen; 2. folgt übrigens auch aus 3. 

II. Ist © Restklasse nach &, bezw. ©, d.h. © = &,a bezw. 6 =b&,, so 
enthält © mit drei Elementen r;a bezw. br, (i = 1,2, 3), wo 1,e &, bezw. 1,e&, gilt, auch 
t,altza) Irza = tıTz!tza bezw. br,(br,)-!br, = br, rz!r,, da ja ©, und ©, Gruppen, 
also Scharen sind. Ist umgekehrt © eine Schar und a e& beliebig, aber fest, so läßt sich 
jedes Element von © in die Form ra bringen; die Gesamtheit €, dieser r enthält die 
Identität, ist eine Schar, also eine Gruppe und © = &,a; analog findet man ©. 

Zusatz: © selbst und jedes Element ae®& sind Scharen in ©. 


Definition 3: Unter rechts- bezw. linksähnlichen Abbildungen von © auf sich verstehen 
wir alle und nur die Abbildungen: t— «(r) derart, daß es ein nur von & abhängiges 3 gibt, 
so daß für alle x 

al) =r3 bezw. alt) = 3L 
gilt. 

Ist P die Gruppe aller rechts-, A die aller linksähnlichen Abbildungen von © auf 
sich, so sind P und A Untergruppen von A; weiter sind P und A einfach transitiv, 
d. h. zu jedem Elementepaar a,b aus © gibt es eine und nur eine Abbildung aus P, 
ebenso aus A, die a in b überführt, nämlich: 


t>alre) = rarı!b bzw. 
g>ale) = bartr. 

Satz 4: Eine Teilmenge © von © ist dann und nur dann eine Schar in &, wenn © 
bei allen rechts- und ebenso bei allen linksähnlichen Abbildungen entweder in sich oder ın 
ein fremdes System übergeht. 

Beweis: A. Sei © eine Schar und «x :r— ra eine rechtsähnliche Abbildung von 
& auf sich. & sei derart, daß ein Element be& bei x in bae©& übergeht; ist dann 
ce© beliebig, so ist, da © eine Schar ist, auch cb-1(ba)e&, d.h. mit c gehört auch ca 
zu © Also wird © durch «& auf sich abgebildet, wenn nur das Bild eines Elements b 
von © wieder in © gelegen ist. 

B. Erfülle jetzt die Teilmenge © von © die Bedingung unseres Satzes; seien 0;€e© 
(i = 1,2, 3) beliebig; dann gibt es eine rechtsähnliche Abbildung von © auf sich, bei der 
d, in a, und also nach Voraussetzung © in sich übergeht; dies leistet 

“:t>ta mit a=azla,. 
Notwendig ist dann auch 
„va=mıaz!a, 
in © enthalten, also © eine Schar. 

Definition 4: Sind ©, und ©, zwei Scharen aus ®, so heißt ©, dann und nur dann 
Nebenschar bezw. Rechts- bezw. Linksnebenschar von ©&,, wenn es eine ähnliche, bezw. eine 
rechts- bezw. eine linksähnliche Abbildung von ®& gibt, bei der ©, ın ©, übergeht. 

Da A,P und A Gruppen sind, sind die hier definierten Beziehungen zwischen 
Scharen reflexiv, symmetrisch und transitiv. Aus Satz 3 sowie dem in Anschluß an 
Definition 3 und 4 Bemerkten folgt der 

Satz 5: Dann und nur dann ist eine Teilmenge © von © Schar in ©, wenn © durch 
eine rechts- bezw. linksähnliche Abbildung aus einer Untergruppe von © hervorgeht, d. h. 
wenn © Rechts- bezw. Linksnebenschar einer Untergruppe von © ist. 
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Da eine Untergruppe U von ® ja die Identität enthält, so geht bei einer rechts- 
bezw. linksähnlichen Abbildung von © auf sich, bei der die Identität in ae® übergeht, 
U> Ua bezw al 

über, welche Mengen nach Satz 3, Scharen in ®& sind. 
Zusatz: /st © eine Schar in ©, T eine in ©, so ist eine Rechts- oder Linksnebenschar 


von T entweder ganz in © enthalten oder zu © fremd. 
Dies folgt aus Satz 4 und Satz 5. 


Satz 6: Dann und nur dann ist ©, Rechtsnebenschar von ©,, wenn 


©, &" &=6& ode © &" ©, = ©, 


Linksnebenschar, wenn 


8,7%, -& de 585", = 65, ist!). 
Beweis: Wegen Definition 4 ist ©, dann und nur dann Rechtsnebenschar von ©,, 

wenn 

S = &a odr &, = 6a ist. 
Wegen Satz 3 oder Satz 5 ist ©, dann und nur dann eine Schar in &, wenn es eine Unter- 
gruppe &, von © gibt, so daß 

S, = &b, also &, = ba! ist. 
Dann ist: 


5%, = Sheet. 
Ebenso folgen die übrigen Formeln. 


Definition 5: Eine Schar © in © heißt dann und nur dann normal, wenn sie bei 
allen ähnlichen Abbildungen von & auf sich entweder in sich oder in ein fremdes System 
übergeht. 


Satz 7: 1. Jede Nebenschar einer in © normalen Schar © ist zugleich Rechts- und 
Linksnebenschar von ©?). 

2. Dann und nur dann ist die Schar © normal in ©, wenn sie Nebenschar eines Nor- 
malteilers 3) von & ist. 


Beweis: Sei zunächst N ein Normalteiler von ®; dann geht W bei allen inneren 
Automorphismen von ® insich über, d.h. aRa-ı = N fürjedes ae ®. Istjetzt x: r>arb 
irgendeine ähnliche Abbildung von ® auf sich, so bildet sie N wegen anb = aNa-tab 
—= Nab auf die gleiche Schar Nab ab wie die rechtsähnliche Abbildung o: r>rab. Also 
folgt aus Satz 4, daß ein Normalteiler eine in & normale Schar ist. 

Ist weiter © Nebenschar eines Normalteilers N, d.h. S=aNb=Nab, so ist 
eine Nebenschar ©, von © 


S, = c5d = cNabd = Ncabd = Shtacabd 
Rechtsnebenschar von ©, woraus wegen Satz 4 und Satz 5 folgt, daß © in ® normal ist. 


Ist umgekehrt © normal in & und wegen Satz3 © = &,a, wo ©, eine Untergruppe von 
& ist, so ist notwendig ©, Normalteiler von &. Wäre nämlich für irgendein be & 





!) Dies Kriterium legt Prüfer, 1. c. p. 171 als Definition der Nebenschar zu Grunde. 

2) Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend für Normalität; dies ergibt sich aus dem folgenden 
Satz: Ist & eine endliche Gruppe, U eine Untergruppe von ®, so gibt es eine Teilmenge von ©, die gleich- 
zeitig für rechts- und linksseitige Zerlegung von ® in Restklassen nach U vollständiges Repräsentantensystem 
ist; ef. G. A. Miller: Quart. J. of Math. V. 41 (1910), p. 382 und B.L. v. d. Waerden: Hamb. Abhdlg. 
V (1926), p. 185, 

3) -=- invariante Untergruppe von ©. 
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D1Cb+E,, 
so wäre auch 
D’Sa'ba=b"&,ba+6© 
und hätte mit © das Element a gemein. Damit ist 2. vollständig bewiesen. 

Hieraus und aus dem oben Gezeigten folgt 1. 

Satz 8: Sei © eine Schar in ©; 

1. die Gesamtheit G(&) der Nebenscharen von © bildet ein Gruppoid }), 

2. die M(©&) der Rechtsnebenscharen von © eine Mischgruppe ?); 

3. dann und nur dann ist G(&) = M(©&) eine Gruppe, wenn © normal in © ist’°). 

Hierbei existiere das Produkt der beiden Scharen ©,, ©, dann und nur dann, wenn 
die Produkte der Elemente der Faktoren eindeutig eine Schar ©,, bestimmen, der sie 
angehören, und wir setzen dann: 

5 = ©. 

Beweis: Sei T irgendeine Schar aus G(&); dann ist die nach Satz 3, existierende 

Untergruppe 
T, mit T=T,a bzw I, mit T=b, 
eine Links- bezw. Rechtseinheit von T; denn es ist: ,T = TU, = T. 

Weiter ist jede in G(&) auftretende Untergruppe Rechts- und Linkseinheit für 
gewisse Scharen aus G(©). 

Schließlich gehen alle Untergruppen aus G($) aus einer durch innere Automor- 
phismen hervor. 

Seien X und 3 beliebige Scharen aus G(&) =G und sei X- ® bildbar. 

Weiter si Y=aWU und B= Bb; also ist AB = a -B,b eine bestimmte 
Schar, die aber die Scharen aW;b und a®,b enthält, da A, und 8, Gruppen sind. 
Da aWX;b und a®,b Nebenscharen von A und B sind, so muß ab = ad, b=- AB, 
also W = ®, sein; WA und ® sind also dann und nur dann komponierbar, wenn die 
Rechtseinheit W, von W gleich der Linkseinheit ®B, von ® ist. 

Weiter si AB, = € und AB, = EC. Dann ist also Y = a4,, B; = Wb;, mithin 
C = a,b, = ab, d.h. 3, = B 

Ebenso zeigt man, daß aus A, B =W,8 auch A, = N, folgt. 

Damit ist auch gezeigt, daß unsere Rechts- und Linkseinheiten die einzigen sind. 
Sei weiter (X -3) - C bildbar; dann ist nach obigem: U = a, B = Wb 


AB = a,b = ab(b Ab), 
also E = (b'A,b)c, d.h. 
(AB)E = abi" Mb)e = abe. 


Weiter ist B = b(b"Wb), also B-E = b(bWb)e - be und UBE) = abe, 
d.h. AB)E = ABE). 

Schließlich sind WA,ar! und o;!MW, die beiden Inversen von V\ = a, = N, a,, wo 
WU, A, Gruppen sind. 

2. und 3. zeigt man analog. 


—— 


ı) Im Sinne von H. Brandt: Math. Ann., Bd. 96 (1927), p. 360ss; cf. auch F. K. Schmidt: Sitz.-Ber. 
d. Heidelberger Akad. d. Wiss., Math.-nat. Kl. 1927, 8. Abh., p. 91—103, bes. p. 9. 

2) Im Sinne von A. Loewy: Journal f. d. reine u. angewandte Math., Bd. 157 (1927), p. 239— 254 
bes. p. 247; cf. auch R. Baer: Zur Einordnung der Theorie der Mischgruppen in die Gruppentheorie; Sitz.- 
Ber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss., Math.-nat. Kl. 1928 (4). 

%) cf. z.B. A. Loewy: Weber-Festschrift 1912, bes. p. 204— 205. 
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$ 3. Automorphismen von Scharen und Gruppen. 
Verstehen wir unter A die Gruppe der ähnlichen, unter P die der rechts-, unter A 
die der linksähnlichen Abbildungen von ©, so gilt 
Satz 9: 1.A=PVA. 
2. Jedes Element von P ist mit jedem Element von A vertauschbar. 
3. PA enthält alle und nur die Elemente aus P und A, die die Identität von © 
in ein Element des Zentrums !) von © überführen. 


Beweis: Da a,ta, = (a,f)az = a, (Ta,) ist, so gelten 1. und 2. 

Ist weiter a,t = ra, für alle r, so folgt, wenn man speziell r = 1 setzt, a, == a, 
also gilt ar = ra für alle r, womit auch 3. gezeigt ist. 

Satz 10: /st K die Untergruppe von A, die alle inneren Automorphismen: > ara! 
von ®& enthält, so sind P und A zu © isomorph ?), und die Elemente von P [ebenso die 
von A] bilden ein vollständiges Repräsentantensystem für die Restklassen von A nach K. 


Beweis: Sei seA:r> warb; (Ü=1,2), so ist: 
%%:T> a rb,b, und at:r>atrbi!. 
Ordnen wir a; das Element b; oder a7! zu — eine der beiden Zuordnungen festgehalten —, 
so ist mit 
4 =b, bzw =! auch?) 
(%%) = bb, bezw. = (a,a,)T =ar!a! 
und (a1!) = bi! bezw. qa,, 


woraus unser Satz für P und A folgt. Entsprechend folgt die letzte Behauptung auf 
Grund der Zuordnung: ©; = ub; 


Verstehen wir unter Z die Gruppe der Scharautomorphismen von ®, unter F die 
der Gruppenautomorphismen von ©, so gilt: 

Satz 11: 1. F ist eine Untergruppe von X. 

2. Zwei Elemente aus £ gehören dann und nur dann zur gleichen Klasse nach FT, 
wenn sie die Identität aus © in das gleiche Element aus © überführen. 

3. Z=PVf=AVFf=AVvTr. 

4. A ist Normalteiler von £. 

I. K=ArT. 

Beweis: 1. folgt daraus, daß F(r,, La, I) = Lılz!r, ein rationaler Ausdruck in 
den r, ist. 

2. folgt aus dem folgenden 

Hilfssatz: Dann und nur dann gehört ein Element aus £ zu T, wenn es die Identität 
aus © in sich überführt. 

Beweis: Daß jeder Gruppenautomorphismus die Identität in sich überführt, 
ist bekannt; sei umgekehrt o: r>o(r) ein solcher Scharautomorphismus von ©, d. h. 
ofl) = 1. 

Dann gilt: 

F(r,1,2%) =Tr, und 
F(o(r,), ol), o(t,)) = o(tı) -olt,) = o[F(r,, 1, X)] = oltı Le), 

d.h. oef. 


ı) cf. z.B. A. Speiser: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. Berlin 1927, p. 30. 
2) Dies ist im wesentlichen der Cayleysche Satz; cf. z.B. A. Speiser, |. c. p. 20. 
%) x’ ist das Bild von eA in ©. 
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Jetzt folgt 3. aus 2. unmittelbar, da P und A einfach transitiv sind und also in 
jeder Klasse von Z nach F sich genau ein Element von P oder A findet. 


Um 4. zu zeigen, haben wir 
oArn!=A 
wegen 3. nur für oef zu zeigen. 
Sei xeA :t>al(r) =arb; dann bewirkt: 
ao! :7>o(r)> aolr)b> a ![ao(r)b] = !(a)o!(o(r)) o=1(b) = !(a)ra!(b), 
also oxo!eA für alle weA. 
5. ist trivial. 


Anhang: Scharen in Körpern. 
Sei K ein Körper und M ein ausgezeichnetes Teilsystem von Ä. 
Wir betrachten die Gruppe T aller Abbildungen: 
a:z>alı) =ax +b für all ze, 

wo aeM, beK beliebig ist. 

1. Da T eine Gruppe sein soll, muß M eine multiplikative Gruppe sein. 

Da T nämlich die Identität: <&—1 x enthalten muß, so muß M die 1 enthalten. 
sla)= ar +b (i=1,2) zieht 

%as(r) =a, (ar +b) +d, = ar tab, +b,, 

also ana,eM mit aeM, und 


(2) = arız +(— =), 


also az!eM mit eM nach sich. 

Unter einer Schar 5 in K verstehen wir ein Teilsystem von K, das bei T entweder in 
sich oder in ein fremdes System übergeht. 

2. Eine Schar $ in K ist eine additive Restklasse nach einem Ideal in K; eine Schar 
ist dann und nur dann ein Ideal, wenn sie die Null enthält. 

Enthält $ die Null, so ist mit x auch x +5 Element von 5, wenn beSist, und mit 
zeS auch areS für aeM. Daraus folgen die übrigen Behauptungen. 


Freiburg i. Br., d. 14. III. 1928. 


Eingegangen 27. März 1928. 


Journal für Mathematik. Bd. 160. Hefı 4 28 
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Zur Topologie der Gruppen. 
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Einleitung. 


Man hat in letzter Zeit mehrfach die Elemente einer Gruppe © als Punkte eines 
Raumes aufgefaßt, © als Raum gedeutet, um dann in diesem ‚„Gruppenraum‘‘ Geometrie 
zu treiben !). Dabei werden die wesentlichen geometrischen Beziehungen stets so defi- 
niert, daß sich ihre Invarianz gegenüber der Gruppe A der ähnlichen Abbildungen ?) 
von ® auf sich nachweisen läßt. 

Wir werden umgekehrt ®) von dem — topologischen — Gruppenraum verlangen, 
daß A eine Gruppe topologischer Abbildungen von © auf sich ist, bei denen also o. B. 
d. A. Umgebungen wieder in Umgebungen übergehen sollen. Hierdurch werden alle 
Verhältnisse recht übersichtlich; wir erhalten als einfache Anwendung unserer Ergebnisse: 





1) 1. Elie Cartan: La geometrie des groupes de transformations. Journal de Mathömatiques 
9. ser. t. 6 (1927), p. 1—120, bes. Ch. 1]. 

2. F. Leja: Sur la notion du groupe abstrait topologique. Fund. math. t. 9. (1927), p. 37—44. 

3. H. Kneser: Die Deformationssätze der einfach zusammenhängenden Flächen. Math. Zeitschr. 
Bd. 25 (1926), p. 362—372. 

4. O. Schreier: Abstrakte kontinuierliche Gruppen. Abh. a. d. math. Sem. Hamburg Bd. 4, p. 15—32. 

5. H. Weyl u. F. Peter: Die Vollständigkeit der primitiven Darstellungen einer geschlossenen 
kontinuierlichen Gruppe. Math. Ann. Bd. 97 (1927), p. 737— 756. 

Die Abhandlungen 1. und ö. betreiben bereits die „affine und äquiforme Geometrie“ des Gruppen- 
raumes, haben also mit unseren topologischen Fragestellungen wenig Berührung; die Arbeiten 3. und 4. 
beschränken sich auf die Betrachtung von L-Räumen im Sinne von Freöchet (cf. F. Hausdorff: Mengenlehre, 
2. Aufl. Berlin 1927, p. 230), während 2. im wesentlichen nur nachweist, daß seine topologischen 
Gruppenräume unseren Anforderungen genügen. Den Terminus „Gruppenraum“ entnehme ich 1. 

?) Eine Abbildung r>oa(g) von ® auf sich, wo also x alle Elemente von & durchläuft, heißt 
ähnlich, wenn &(r) =arb für alle x ist, wo a,b feste Elemente aus ® sind; cf. die vorstehende Ab- 
handlung von R. Baer: Zur Einführung des Scharbegriffs, im folgenden mit BS zitiert. 

*) Ähnlich Weyl und Peter l.c., die von ihrer Volumdefinition verlangen, daß A nur volumtreue 
Abbildungen enthält. 
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Unter den geordneten Körpern *) ist nur der aller reellen Zahlen eindimensional 5), alle 
andern sind nulldimensional 5) ®). 

Schon das Studium der geordneten Gruppen, das uns zu dem eben genannten Satz 
führt, legt die Betrachtung einer Sonderklasse von topologischen Gruppenräumen nahe, 
nämlich solchen, bei denen alle Umgebungen Scharen’) sind®). Sie sind stets nulldimen- 
sional; weiter gelingt es uns zu zeigen, daß sie sich auf eine und im wesentlichen nur auf 
eine Weise in einen vollständig abgeschlossenen Gruppenraum einbetten lassen; dabei 
heißt ein Gruppenraum vollständig abgeschlossen, wenn er in jedem umfassenderen iopo- 
logischen Gruppenraum abgeschlossen ist). Diese Abschließung geschieht durch Ein- 
führung einer sinngemäßen Verallgemeinerung der Prüferschen idealen Elemente !°), 
die so in einem neuen Lichte erscheinen, 

Bezeichnungen: 
Gruppenräume und deren Teilmengen: große deutsche Buchstaben: ®, ©,... 
Elemente von Gruppenräumen: kleine deutsche Buchstaben: a,b, r,... 
Körper: große lateinische Buchstaben: X,R,... 
Körperelemente: kleine lateinische Buchstaben: x, a,... 
Systeme von Mengen etc.: große lateinische Buchstaben: 5, M,... 
Abbildungen: kleine griechische Buchstaben: x = afr),... 
Abbildungsgruppen: große griechische Buchstaben: A,... 
A=B:= .die Menge A ist gleich 2. 
A<DB-= .die Menge A ist in B als echter Teil enthalten. 
A — B- = - Komplement von B rücksichtlich A (BSA). 


ArB- = - Durchschnitt von A und 2. 

AVB - = - Vereinigungsgruppe der Gruppen A und 2. 
A -= abgeschlossene Hülle von A. 

aeA -= a ist Element von A. 


$ 1. Offene und abgeschlossene Scharen in topologischen Gruppenräumen. 


Definition 1: Eine Gruppe © heißt eine T-Gruppe, wenn sie ein derartiger topo- 
logischer Raum ist !!), daß die Gruppe A der ähnlichen Abbildungen !?) von & auf sich nur 
topologische Abbildungen von © auf sich enthält !3). 


4) cf. E. Artin-O. Schreier: Algebraische Konstruktion reeller Körper. Abh. a. d. math. Sem. Hamburg 
Bd. V (1926), p. 85 ss. R. Baer: Über nicht-Archimedisch geordnete Körper. Sitz.-Ber. d. Heidelberger 
Akad. d. Wiss. Math.-nat. Kl. 1927, 8. Abhdlg., p. 3—13, zitiert mit BK. 

5) Im Sinne von Urysohn und Menger; cf. z. B.: P. Alexandroff: Math. Ann. Bd. 98 (1928), 
p- 31. K. Menger: Dimensionstheorie, Berlin u. Leipzig 1928. 

°) Dies folgt übrigens schon allein aus dem Studium der Additionsgruppe des geordneten Körpers. 

?) Im Sinne von H. Prüfer: Theorie der Abelschen Gruppen I. Math. Zeitschr. Bd. 20 (1924), 
p. 165—187, bes. p. 170. Cf. BS; die dort aufgewiesenen Zusammenhänge der Gruppe A mit den Scharen 
hätten auch schon die Betrachtung dieser Sonderklasse nahegelegt. 

8) Diese haben sich neuerdings auch für die Körpertheorie wichtig gezeigt. cf. W. Krull: Math. Ann. 
Bd. 100 (1928), p. 687—697. R. Baer: Sitz.-Ber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss. Math.-nat. Kl. 1928 (14). 

®) Der Begriff „vollständig abgeschlossen“ hat eine gewisse Verwandtschaft mit dem Begriff „ab-- 
solut abgeschlossen“ bei P. Alexandroff und P. Urysohn: Zur Theorie der topologischen Räume. Math. 
Ann. Bd. 92 (1924), p. 258—256, bes. p. 261; ebenso F. Hausdorff: Mengenlehre, 2. Aufl., p. 121. 

10) cf. H. Prüfer: Theorie der Abelschen Gruppen II. Math. Zeitschr. Bd. 22 (1925), p. 222—249. 
bes. p. 223. 

1) Im Sinne von F. Hausdorff: Grundzüge der Mengenlehre, 1, Aufl. Leipzig 1914, p. 213, wonach 
wir auch die Umgebungsaxiome (A)—(D) zitieren werden. 


12) cf. Anm.?). 
13) Da die Elemente von A eineindeutige Abbildungen von ® auf sich sind, so ist also nur zu 
28* 
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Da die Gruppe A der ähnlichen Abbildungen transitiv ist, so ist eine 7-Gruppe 
entweder in sich dicht oder diskret, d. h. jedes ihrer Elemente ist Häufungspunkt !*) 
oder keines. 

Satz 1: Eine Schar 5) © in der T-Gruppe © ıst dann und nur dann offen \®), 
wenn es eine Umgebung [eines Punktes von ©] gibt, die ganz in © enthalten ist. 

Beweis: Es ist nur das Hinreichen der Bedingung zu zeigen. Sei U(a) eine ganz 
in © enthaltene Umgebung von ae© und sei be& beliebig; dann gibt es eine rechts- 
ähnliche Abbildung !?) o: > ra7!b von © auf sich, bei der a in b und ll(a) in eine Um- 
gebung lI(b) von b übergeht; da bei o aber © in sich übergeht !8), so muß mit U(a) auch 
U(b) in © enthalten sein. 


Satz 2: Jede ofjene Schar © in der T-Gruppe © ist auch abgeschlossen '°). 

Beweis: Mit © sind auch alle Rechtsnebenscharen 2°) von © offen; &®—©, das 
Komplement von © rücksichtlich ®, ist die Vereinigungsmenge aller von © verschie- 
denen Rechtsnebenscharen von ©, also als Vereinigung offener Mengen selbst offen; 
© ıst also Komplement einer offenen Menge, mithin abgeschlossen. 


Definition 2: Eine T-Gruppe ist dann und nur dann eine S-Gruppe, wenn es ein 
gleichwertiges Umgebungssystem ®*) gibt, das nur aus Scharen in © besteht. 
Dann gilt der 


Zusatz: Jede S-Gruppe © ist nulldimensional und ein regulärer topologischer Raum ??). 


Beweis: In jeder Umgebung U(a) eines beliebigen Punktes a findet sich eine 
offene, a enthaltende Schar; diese ist aber nach Satz 2 auch abgeschlossen, also © in 
a nulldimensional und regulär. 


Satz 3: Die Komponente ®?) C(a) eines beliebigen Elementes a einer T-Gruppe © 
ist stets eine normale Schar *) in © (für a=1 ein Normalteiler). 


fordern, daß bei Abbildungen aus A offene Mengen in © wieder in offene Mengen übergehen; man kann 
dann o. B. d. A. annehmen, was wir auch stets tun wollen, daß die Umgebungsdefinition in & so vorge- 
nommen ist, daß bei Abbildungen aus A Umgebungen wieder in Umgebungen übergehen. Cf. H. Tietze: 
Beiträge zur allgemeinen Topologie I. Math. Ann. Bd. 88 (1923), p. 290—312, bes. p. 294 Nr. 4. 

14) Wir sagen, wie üblich, a ist Häufungspunkt von M, wenn sich in jeder Umgebung von a un- 
endlich viele Elemente von M befinden, fordern also nicht die Existenz einer gegen a konvergierenden 
Teilmenge von M. 

15) cf. BS. Eine Schar enthält mit a,b,c auch abc und ist Restklasse nach einer Untergruppe 
von ©, ev. selbst eine Untergruppe. 

16) Eine Menge M ist offen, wenn sie mit einem jeden Punkt a auch eine ganze Umgebung von 
a enthält. 

1°) cf. BS; die Abbildungen: r>ra für alle ge® und festes ae® heißen rechtsähnlich, die Ab- 
bildungen r>ar linksähnlich. 

12) cf. BS, Satz 4. 

19) Eine Menge M ist abgeschlossen, wenn sie alle Häufungspunkte enthält; sie ist dann und nur 
dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement rücksichtlich © offen ist. 

2) Diese sind Restklassen nach der gleichen Untergruppe wie ©, gehen also durch rechtsähn- 
liche Abbildungen aus © hervor; cf. BS, Definition 4. 

21) Zwei Umgebungsdefinitionen heißen „gleichwertig“, wenn jede im einen Sinne offene Menge es 
auch im andern Sinne ist; dies ist dann und nur dann der Fall, wenn in jeder Umgebung eines Punktes 
a des einen Umgebungssystems auch eine Umgebung von a des andern Umgebungssystems als Teilmenge 
enthalten ist und umgekehrt; cf. H. Tietze, 1. c. p. 29. 

22) cf. P. Alezandroff und P. Urysohn: Math. Ann. Bd. 93 (1924), S. 263. 

23) F. Hausdorff: Grundzüge ... . ., p. 245, wo auch die Existenz einer Komponente nachgewiesen 
wird. 


24) Jede normale Schar ist Restklasse nach einem Normalteiler von ®; cf. BS, Definition 5 und 
Satz 7,. 
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Beweis: Da es eine und nur eine Komponente C(a) von a gibt?®), so geht C(a) 
bei allen topologischen Abbildungen von ® auf sich entweder in sich oder in ein fremdes 
System über, da Komponenten in Komponenten übergehen; speziell geht also C(a) 
bei A entweder in sich oder in ein fremdes System über, ist also eine normale Schar in ®. 


Definition 3: Unter der Inversion ı der Gruppe © verstehen wir die Abbildung: 
t>r7! für alle ve 
von © auf sich. 

Satz 4: Ist & eine T-Gruppe derart, daß die Inversion ı eine topologische Abbildung 
von © auf sich ıst?®), so ist die abgeschlossene Hülle?) © einer Schar © in © wieder eine 
Schar. 

Beweis: 1. Sei & eine Untergruppe von ®; wir zeigen, daß dann auch © eine 
Untergruppe von © ist. 


Eine topologische Abbildung von © auf sich, die © in sich überführt, führt auch 
© in sich über; sind je& und ae©& beliebig, so führen die ähnlichen Abbildungen: 


t>rj bezw. r>jr für alle reG® 


je © in sich über, also auch ©; also sind aj und ja ebenfalls Elemente von &, d.h. © 
enthält nur vollständige Rechts- und Linksnebenscharen von ©. 

Seien jetzt ae& und beG& beliebig; bei $: r>-rb geht S-©b über; da aber 
nach obigem Sb<6& gilt, so gilt auch Sb< 6; bei ß geht aber Sin Sb über; das 
Bild jedes Elements von © bei ß ist also wieder ein Element von ©; also ist mit a und b 
auch ab in © enthalten. 


Da schließlich n. V. die Inversion ı auch eine topologische Abbildung von & ist, 
bei ihr aber © in sich übergeht, so geht bei ı auch © in sich über; mit a enthält © also 
auch a-1, d.h. & ist eine Gruppe. 

2. Ist © keine Gruppe, so gibt es eine ähnliche Abbildung von ®, bei der © in eine 
Gruppe ©, übergeht; hierbei geht die abgeschlossene Hülle & von © in die abgeschlossene 


Hülle ©, von ©, über; da aber nach dem ad 1. bewiesenen ©, eine Gruppe ist, so ist © 
sicher eine Schar 28). 


Satz 5: Ist © eine T-Gruppe der Eigenschaft: 

(M) Sind U; = {a} zwei Teilmengen von © und a; ein Hp|-= - Häufungspunkt] 
von {a9}, so ist a,Q, ein Hp von {aa}, wenn nur a, dann und nur dann Hp einer 
Teilmenge von {a} ist, wenn a, Hp der entsprechenden Teilmenge von {a®} ist, vst 
weıter die Inversion ı eine topologische Abbildung von & auf sich, 
so ıst der Normalisator einer abgeschlossenen Untergruppe von ® selbst abgeschlossen. 

[Die Eigenschaft (M) haben z. B. die Schreierschen L-Gruppen]. 

Beweis: Sei A eine abgeschlossene Untergruppe von & und N der Normalisator 
von Yin ©. Ist jetzt ae beliebig, so ist 


Inan-!} <WV, wenn net ist, 
und wegen der Eigenschaft von ®, eine 7-Gruppe zu sein, ist, wenn b Hp von ® ist, 
ba Hp von Wa; da weiter « eine topologiche Abbildung von ® ist, ist 6 ' Hp von 
u 3 
26) cf. F. Hausdorff: Grundzüge .. .. . ‚ P- 246. 
2) Eine nicht immer erfüllte Voraussetzung; cf. z.B. H. Kneser, |. c. p. 366 Anm. ?). 
27) cf. F. Hausdorff: Mengenlehre, 2, Aufl., p. 116. 
22) cf. BS, Satz d. 
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Wegen (M) ist schließlich 
bab'Hp von fnan-ı} <Q; 


da aber A abgeschlossen ist, so ist also ha hHEeA für jedes ae, d.h. HeN; N ist 
demnach auch abgeschlossen. 


Satz 6: Ist © eine T-Gruppe der Eigenschaft (M), A eine abgeschlossene Unter- 
gruppe von ® und X eine Menge von Restklassen von & nach WU, sind weiter {a®} (1 = 1,2) 
zwei vollständige Repräsentantensysteme von £, so hat dann und nur dann {a} einen 
Hpa, in der Klasse A, von ® nach A, wenn {a@®} einen HpageN, besitzt, vorausgesetzt, 
daß sie überhaupt einen Hp besitzen. 

Beweis: Wir betrachten die Menge ®; ={a®} mit dem AHpa. Dann ist 
(a) a@-1} <A und hat wegen (M) den H pa,az!, der zu A gehört, da A abgeschlossen 
ist; ist a,eN, und a,az!eN, so ist a,eN,, woraus unser Satz folgt. 

Zusatz: 1. /st A eine abgeschlossene Untergruppe der T-Gruppe © mit der Eigen- 
schaft (M), so gibt es in der Quotientenmischgruppe ||®|A|| *) eine natürliche Topologie: 

Klassen von ® nachW haben eine Klasse von $ nach X zum Hp, wenn es von wenigstens 
einem vollständigen Repräsentantensystem gilt. 

2. Diese natürliche Topologie ist gegenüber den durch & induzierten ähnlichen Ab- 
bildungen ?°) von ||®|A|! auf sich invariant. 

3. Eine Untermischgruppe || B|A|| von || &|A|| ®), nach der sich eine Zerlegung in 
& realisieren läßt ??), ist dann und nur dann in || &|W|| abgeschlossen, wenn B in © 
abgeschlossen ist. 


Beweis: 1. folgt aus dem Satz 6, 2. daraus, daß die Elemente von ® ähnliche 
Abbildungen von ® induzieren, die topologische Abbildungen von ® sind, 3. schließlich 
aus der Definition der natürlichen Topologie in || $ ||]. 


$ 2. Die geordneten Gruppen. 


Definition 1: Eine Gruppe © heißt eine O-Gruppe, wenn ihre Elemente so geordnet 
sind, daß die ähnlichen Abbildungen die Ordnung erhalten °°). 


Satz 1: 1. Die Inversion kehrt die Ordnung der Elemente von ® um, d. h. aus a <b 
folgt BI < a. 

2. In O-Gruppen gibt es keine Elemente endlicher Periode; aus n <munda>1 
folgt stets ar < am, 


3. Eine O-Gruppe ist 


a. entweder so beschaffen, daß jedes Element einen direkten Vorgänger und einen 
direkten Nachfolger hat, 

b. oder es ist möglich, sie zu einer T-Gruppe zu machen, indem man die offenen Inter- 
valle #*) als Umgebungen deutet; dann ist auch die Inversion eine topologische Abbildung 
und die Gruppe ist überall dicht. 


2°) cf. R. Baer: Sitz.-Ber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss. Math.-nat. Kl. 1928 (4), p. 6, Satz 2. 

3%) cf. R. Baer: l.c. Anm.??), Definition 1. 

31) cf. R. Baer: l.c. Anm.?®) p. 7, Definition 1. 

#2) cf. R. Baer: Sitz.-Ber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss. Math.-nat. Kl. 1928 (6), p. 5, (Z). 

#) d.h. also, daß die in unserm Sinne ähnlichen Abbildungen auch im mengentheoretischem Sinne 
ähnlich sein sollen. 

%) Eine Teilmenge einer geordneten Menge heißt ein Intervall, wenn sie mit zwei Elementen a<b 
auch alle Elemente ce mit a<c<-b enthält; ein Intervall % heißt berandet, wenn es zwei Elemente a<b 
in % derart gibt, daß ein Element c dann und nur dann zu % gehört, wenn a<c<b ist, sonst offen. 
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Beweis: 1. Wir betrachten die ähnliche Abbildung: r> a=!rb-!; mit a <b gilt 
also auch a=lab-1 = b-! < am1bb-1 = a. 

2. Wir betrachten die ähnliche Abbildung r>ra und r>ra7!; aus 1 <a folgt 
dann: a<ad, 0 <a?,... und a2 <I1, a? <arl,... 

3a. Esgebe ein Elementepaar a, b derart, daß a <b und ausa<c<b entweder 
a= ct oder b = c folgt; durch die Abbildung: > ra! geht a> 1 und b> bar! = e über; 
dann ist e=! der Vorgänger (wegen 1.), e der Nachfolger der Identität von ®; da die 
Gruppe A der ähnlichen Abbildungen transitiv ist, muß also jedes Element von ® einen 
direkten Nachfolger und einen direkten Vorgänger haben. 


3b. Liegt der Fall 3a nicht vor, so gibt es zwischen irgend zwei Elementen von & 
noch Elemente von ©; die Umgebungsdefinition: jedes offene Intervall ist Umgebung 
aller seiner Punkte, genügt dann den Hausdorfjschen Umgebungsaxiomen 3); da weiter die 
Zwischenbeziehung bei ähnlichen Abbildungen und Inversion erhalten bleibt, so sind 
dies auch topologische Abbildungen, womit unser Satz völlig bewiesen ist. 


Definition 2: Eine Schar © in der T-Gruppe © heiße unzerlegbar, wenn 
1. © gleichzeitig offen und abgeschlossen ist ®%), 
2. jede Schar © in ©, die ebenfalls die Eigenschaft 1. in & hat, mit © identisch ist. 


Satz 2: Eine O-Gruppe © ist 
entweder eine S-Gruppe °’), 
oder es gibt zu jedem ae © eine a enthaltende, unzerlegbare Schar W(a); W(a) ist eine normale 
Schar in © 38) 3°). 

Beweis: Es gebe keine unzerlegbare Schar in ©, d. h. jede offene, ein ae ® ent- 
haltende Schar enthält auch eine offene, a enthaltende, echte Unterschar. Wir kon- 
struieren eine Kette von Scharen ©,: 

1. ©, sei ein offenes Intervall und enthalte a; 

2. sei bereits ©, konstruiert, a€e&,, ©, ein offenes Intervall; dann gibt es wenigstens 
ein &,4ı <6&, mit ae&,;ı, das ebenfalls offen ist; 0. B. d. A. sei ©,;ı ein offenes 
Intervall; 

3. sei bereits ©, für alle u < »(u, » sind — ev. transfinite — Ordinalzahlen) kon- 
struiert, so daß ©,, < ©,, für zu, < us, ©, ein offenes Intervall, Schar und ae©,. 

©, ist der Durchschnitt aller ©, mit u. <»; 

4. Der Prozeß breche für das erste o derart ab, daß der Schritt 2. nicht mehr an- 
wendbar ist. 

o ist Limeszahl; denn für o = o’ + 1 wäre nach Konstruktion der Schritt 2. zugleich 
auf ©,’ und ©, anwendbar. 

5 =. 

Daß ae, ist, folgt sofort aus 1.-3. ©, ist als Durchschnitt ineinandergeschachtelter 
Schar-Intervalle selbst Schar und Intervall; enthielte ©, nicht nur ein Element, so wäre 
©, wegen Satz 1, des $ 2 als Schar, die ja durch ähnliche Abbildung aus einer Unter- 








3) cf. Anm.!). 

#) Wegen Satz 2 des $1 würde die Forderung der Offenheit genügen, wovon im folgenden Ge- 
brauch gemacht wird. 

3) Im Sinne der Definition 2 des $ 1. 

3) Daß dieser Satz nicht für beliebige 7-Gruppen gilt, dürfte wesentlich daran liegen, daß i. a. 
weder die Ordnungs- noch die Zwischenrelation topologisch-invariant sind; aus demselben Grunde war 
es auch nicht möglich, die Definition 1 des $2 durch Satz 1, des $ 2 zu ersetzen. 

3) Den Fall, daß ® nicht überall dicht ist, also unter 3a des Satzes 3 des $ 2 fällt, können wir 
ausschließen, da dann N(a) = a eine Umgebung ist. 
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gruppe hervorgeht, ein offenes Intervall, d. h. der Schritt 2. wäre noch anwendbar, im 
Widerspruch zu 4. 

Wir zeigen, daß das System der ©, mit v» < o ein vollständiges Umgebungssystem 
von aist. Hieraus folgt wegen Satz 13, des $ 2, daß die Gesamtheit der Nebenscharen 
der ©, mit » <o (die ©, eingeschlossen) ein vollständiges Umgebungssystem von & 
bildet. 

Hierzu haben wir nur zu zeigen, daß in jedem a enthaltenden offenen Intervall 
wenigstens ein ©, enthalten ist %0). 

Sei $(a) irgendein a enthaltendes offenes Intervall, a,ce‘y(a) derart, daß 


u<a<m 
gilt. Die Gesamtheit der r mit a, <r <a, bildet dann ein in {Y(a) enthaltenes, a ent- 


haltendes offenes Intervall Y,(a). 
Wegen © = a muß es unter den ©, wenigstens ein ©,, geben, so daß 


486, (ü=1,2). 

Da aber dann ae&, <|% < gilt, so leistet ©,, das Verlangte. 

In diesem Fall ist also & eine $-Gruppe. Es bleibt noch zu zeigen, daß im andern 
Fall (a) eine normale Unterschar ist. Geht bei einer ähnlichen Abbildung von © 
(a) in ein N,(a) mit 

N(a) N,(a) +0 
über, so ist Na) N,(a) eine offene, a enthaltende Schar in (a), also = W(a), 
d. h. bei allen ähnlichen Abbildungen von © auf sich geht N(a) entweder in sich oder in 
ein fremdes System über, ist also normal ®!). 

Definition 3: Eine O-Gruppe © heißt Archimedisch, wenn es zu jedem Elementepaar 
EG (i =1,2) mit 

1<y<m 
eine ganze Zahl n derart gibt, daß % > 0, ist. 

Eine nicht überall dichte, Archimedische O-Gruppe ist wegen Satz 1, des $ 2 
vom Ördnungstypus ®* + » und also ein Zyklus. 

Satz 3: Eine überall dichte O-Gruppe ® ist dann und nur dann unzerlegbar, wenn 
sie Archimedisch ist #2). 

Beweis: A. Sei © zerlegbar; dann gibt es eine echte Untergruppe ll von ©, die ein 
offenes Intervall in © ist; ist dann 1 <a&U, so ist keine Potenz eines Elementes aus U 
größer als a, d. h. & ist nicht Archimedisch. 

B. Sei © nicht Archimedisch; dann gibt es ein Elementepaar a; (i = 1, 2), so daß 
für allen >0 gilt 1<af <a,. Wir betrachten die Gesamtheit ‘% der Elemente, die 
zwischen Elementen des aus a, erzeugten Zyklus liegen. % ist ein offenes Intervall wegen 
Satz 1, des $ 2, enthält aber a, nicht, ist also ein echter Teil von &. Um die Zerlegbar- 





“) cf. H. Tietze: l.c. Anm.!?) p. 293. 

#1) cf. BS, Definition 5 und Satz 7 des $ 2. 

“) Die Forderung, unzerlegbar zu sein, ist also eine rein topologische Formulierung der Forderung, 
Archimedisch zu sein; in dieser Form läßt sich das Archimedische Postulat also auch für 7-Gruppen aus- 
sprechen. 

Ist die Dimension einer T-Gruppe ® positiv und ist die Komponente eines beliebigen Punktes 
mehrpunktig, so existiert zu jedem ae® eine a enthaltende, unzerlegbare Schar; sie ist mit der Kom- 
ponente von a identisch. 

Sind aber die Komponenten einpunktig, ist insbesondere die Dimension von ® Null, so läßt sich 
nicht mehr wie im Falle der O-Gruppen schließen, daß entweder ® eine S-Gruppe ist [in welchem Falle 
kein unzerlegbarer Bestandteil existiert] oder aber eine unzerlegbare, a enthaltende Schar existiert. 
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keit von © zu beweisen, ist also nur noch zu zeigen, daß X eine Untergruppe von 6 ist. 
Sei at <b, Samt! (( =1,2), d.h. b, zwei Elemente aus %; dann ist 

ana <b,b, S autlamti, 
d.h. b,b,e}. 

Da weiter bei der Inversion ı der von a, erzeugte Zyklus in sich übergeht, so tut dies 
auch %; $% enthält also mit b auch b”', ist also eine Gruppe. 

Satz 4: Ist & eine unzerlegbare O-Gruppe, so ist & dann und nur dann nulldimen- 
sional, wenn es ein echtes Teilintervall von © gibt, das zugleich offen und abgeschlossen ist. 

Beweis: A. Ist © nulldimensional, so enthält jedes offene Intervall von & ein 
zugleich offenes und abgeschlossenes Intervall. 

B. Ist & nicht nulldimensional, so muß die Komponente C(1) der Identität + 1 
sein, da sonst jedes offene Intervall wenigstens ein offenes und abgeschlossenes, echtes 
Teilintervall enthielte; da © also ®&(1) ein offenes Intervall und unzerlegbar ist, so 
muß wegen der Sätze 2 u. 3 des $ 1 &E(1) = ® sein; da aber 6(1) zusammenhängend 
ist, kann es kein echtes Teilintervall in C(1) geben, das zugleich offen und abgeschlossen 
ist. 

Zusatz 1: Eine Archimedische O-Gruppe © ist dann und nur dann nulldimensional, 
wenn es einen Dedekindschen Schnitt zwischen ihren Elementen gibt, dem kein Element 
in © entspricht, oder wenn sie nicht überall dicht ist. 

Zusatz 2: Eine überall dichte O-Gruppe © ist dann und nur dann eindimensional, 
wenn es einen Satz 2 des $ 2 entsprechenden, unzerlegbaren Normalteiler von & gibt, der dem 
Dedekindschen Schnittaxiom genügt. 

Beide Zusätze folgen aus den Sätzen 2—4 des $ 2. 

Satz 5: /st © eine unzerlegbare, eindimensionale O-Gruppe, so ist & vom Typus *°) 
der Additionsgruppe des Körpers aller reellen Zahlen. 

Beweis: © ist notwendig überall dicht und wegen Satz 3 des $ 2 Archimedisch. 

(a) Zu jedem ae® und ganzzahligem n > 0 gibt es ein und nur ein mEe®, so 
daß ar = a ist. 

Wegen Satz 1, des $ 2 können wir a=+ 1 voraussetzen. 

A. Wir teilen die Elemente b von ® in zwei Klassen ein, je nachdem b" <a ist 
oder 6"> a. Da dann und nur dann b} < b5, wenn b, < b, ist, so definiert diese Klassen- 
einteilung einen Dedekindschen Schnitt zwischen den Elementen von &, dem wegen der 
Eindimensionalität und Unzerlegbarkeit von ® nach Zusatz 2 des Satz 4 des $ 2 ein 
Element a, in & entsprechen muß, das notwendig a} = a erfüllt. 

B. Seien jetzt 0% =b; =a und a, < b„; dann wäre auch: 

an-ia, <an-ıb, <bY"b, d.h. a<a 
was unmöglich ist. Also ist a„ = b,. 

(b) & ist kommutativ. 

Sei: g>ara=!=af(r), a+1 ein bestimmter innerer Isomorphismus, also auch eine 
ähnliche Abbildung von &. «a läßt die Identität und a fix; mit «(b,) = b; (E = 1,2) ist 
auch «(b, - b,) = a(b,) - x(b,) = b, : b,, d.h. » läßt auch Produkt und als Isomorphismus 
die Inversen, d. h. ganze Gruppen fix. Weiter ist x(af%) = [x(a„)]" = a, d.h. x(a„) = a 
wegen (a). 

Also läßt & die ganze von den Elementen a, erzeugte Untergruppe R(a) von & fix, 
und allgemein: mit irgendeinem b läßt & auch alle b, mit b} = b invariant. 


nenn 


“@) d.h. isomorph unter Erhaltung der Ordnung. 
Journal für Mathematik. Bd. 160. Heft 4. 29 
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Sei jetzt 1+ae® beliebig; dann gibt es zwei Elemente ı®eR(a) derart, daß 
AM <H< am 
ist; denn sonst wäre ® nicht Archimedisch (für qa> 1 wäre a" <g für alle n). 
Wir betrachten die Gesamtheit der Elemente 
a9) fürn =0, +1, +2... 


Da bei a die Ordnung von © erhalten bleibt, müssen auch alle a"r(g) zwischen a" 
und a® gelegen sein. 

Aus dem Zusatz 2 des Satzes 4 des $2 folgt dann die Existenz einer oberen und 
unteren Grenze für die Gesamtheit {a"(g)}, d. h. es gibt zwei Elemente g®%, so daß 


gm<ara)sg9 fürale n=0, +1,... 

und aus H, Sarfga)< bh, für alle n folgt: 

SMS gm<h. 
Da bei & die Gesamtheit der a"(g) in sich übergeht, muß x(g®) = g® (i = 1,2) sein; 
daraus folgt aber: 

ge) = ar(g) == Q — 09; 
denn sonst wäre das Element h mit 5? = g®g@® zwischen g® und g®, also auch für 
ein n zwischen a"(g) und a"t!(g) gelegen, müßte einerseits bei a fix bleiben, andererseits 


in ein zwischen a"+!(g) und a"t+?(g) gelegenes Element übergehen, was unmöglich ist. 
Also ist für beliebige Paare a, qg aus ® aga=! =goderag = ga. 


(e) an [a”],. 
Denn es ist [a®]" = a®'" = a” und 
[a"]* = a”, also gilt (c) wegen (a). 
(d) arar = amt, 


\Wegen (b) ist nämlich: 
[ot 7] = [ai] [ab] = alt gt = at. 
Aus (c) folgt jetzt (d). 

(e) Einem Dedekindschen Schnitt zwischen Elementen von R(a) entspricht genau 
ein Element von ©. 

Daß einem Dedekindschen Schnitt wenigstens ein Element in © entspricht, folgt 
daraus, daß NR(a) überall dicht in © ist und aus Zusatz 2 zu Satz A des $ 2. 

Mögen jetzt die Elemente b;e® (i = 1,2) dem gleichen Dedekindschen Schnitt 
zwischen Elementen aus R(a) entsprechen; sei also stets: , > b, > b,>a3, für geeignete 
Paare (r,s) und (g, p); dann ist wegen (d) und Satz 1, des $ 2: 

%0,’>b,b >a%a,” oder 
NT ei 


also speziell für alle m > 0 
„>bb">a,', wenn a>i, 
o„ >b,45' >, wenna<i. 


Wegen a„ < a bezw. a. < a-! für allem > 1 und (b) würde also jede Potenz von b,bj " 
zwischen a und a! liegen, d. h. © wäre nicht Archimedisch, wenn nicht b, = b, ist. 
Damit ist (e) gezeigt. 
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Wählen wir jetzt speziell a = e > 1, so ist R(e) wegen (d) vom Typus der Addi- 
tionsgruppe der rationalen Zahlen (1-0, ee = Körpereinheit). Da R(e) überall 
dicht in © ist, folgt hieraus in Verbindung mit (b) und (e) in üblicher Weise unser Satz. 

Zusatz: /st © eine unzerlegbare O-Gruppe, so ist & vom Typus einer Untergruppe 
der Additionsgruppe des Körpers aller reellen Zahlen, insbesondere also kommutativ *), 

Beweis: Wegen Satz 1, des $2 und der Unzerlegbarkeit können wir annehmen, 
daß © überall dicht ist; wegen Satz 3 des $ 2 ist & Archimedisch. 

Ein Dedekindscher Schnitt zwischen den Elementen von ® ist eine Einteilung 
der Gesamtheit, höchstens mit Ausnahme des Schnittelements, der Elemente von ® in 
zwei Klassen, so daß jedes Element der einen Klasse kleiner ist als jedes Element der 
anderen Klasse. 

Dieser Definition ist in unserem Fall die folgende äquivalent: 

Gegeben zwei Teilmengen R, und St, von ©; diese definieren dann und nur dann einen 
Dedekindschen Schnitt zwischen Elementen aus ©, wenn 1. jedes Element von X, kleiner 
ist als jedes von N, (bezw. jedes aus $0, kleiner als jedes aus $,); 

2. es eine Folge \n (n = 1,2,...) von offenen Intervallen gibt, so daß 

a) In stets Ant (k= 0) enthält, 


x 
b) jedes n sowohl mit R, als auch mit SR, Elemente gemein hat, 


c) der Durchschnitt aller |, höchstens ein Element aus © ist. 

Daß die Bedingungen hinreichen, folgt daraus, daß ein weder zu St, noch zu 8, 
gehöriges Element von ® Element aller |. sein muß. 

Beim Beweis der Notwendigkeit der Bedingungen ist nur die Existenz einer solchen 
Intervallfolge vom Typus & zu zeigen; diese folgt aber daraus, daß es wegen der Archi- 
medizität von ® in &, eine aufsteigende, in St, eine absteigende gegen den Schnitt konver- 
gierende Elementenfolge geben muß, die dann als Endpunkte der ‘|. dienen können. 

Wir können also auch o. B. d. A. annehmen, daß die „ offene Intervalle sind, 
die in & Endpunkte u„ < o„ haben. 

Erweitern wir jetzt © durch Hinzunahme aller Dedekindschen Schnitte, so ist die 
entstehende Menge 3 eine Gruppe, wenn man das Produkt zweier Dedekindscher Schnitte 
als Produkt der Elemente deutet. 

Seien &{? IS” zwei Dedekindsche Schnitte, X mit u)’ < 0, die zugehörigen 
Intervallfolgen. Dann ist die durch us uw <o%. 0% definierte Intervallfolge 
gerade geeignet nachzuweisen, daß arm A? ein Dedekindscher Schnitt ist. 

Da die Inversion in ® nur die Ordnung umkehrt, so gibt es zu jedem Dedekıindschen 
Schnitt einen inversen [reziproken]. 

Überträgt man die Ordnung von & auf ®, so wird ® zur O-Gruppe, Archimedisch, 
eindimensional; wir können also Satz 5 des $2 auf ® anwenden, woraus unser Zusatz folgt. 


Anhang I: Charakterisierung des Körpers aller reellen Zahlen. 


Sei K ein geordneter Körper #), A der Primkörper **) von Ä; dann ıst die Additions- 
gruppe von K eine O-Gruppe und es folgt aus Satz 5 des $ 2: 


“, cf. O. Hölder: Leipziger Berichte 53 (1901), $ 5, p. 13—14. 
%#) cf. Anm.*). 


“#, d.h. der rationalen Zahlen. 
29° 
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Il. Unter den in Bezug auf R Archimedisch geordneten Körpern *?) ist nur der Körper 
aller reellen Zahlen *8) eindimensional; alle anderen sind nulldimensional. 

Weiter gilt: 

II. /st K in Bezug auf R nicht Archimedisch, so ist die Additionsgruppe von K eıne 
S-Gruppe und umgekehrt. 

Die Umkehrung folgt sofort aus Satz 3 und 5 des $ 2. Wir zeigen jetzt, womit 
dann II. völlig bewiesen ist: 

Ist K in Bezug auf R nicht Archimedisch und J irgendein die Null enthaltendes offenes 
Intervall, so gibt es ein offenes Teilintervall S von J, das mit zwei Elementen auch ıhre 
Summe und Differenz enthält. 

Sei aeJ derart, daß — aeJ und -—a<OI <a ist. 

S sei dann die Gesamtheit der Elemente x mit R(x) < R(a) *) und OeS. 

S enthält nicht nur die Null; nach Voraussetzung gibt es nämlich ein Element 
beK, das unendlich klein ist, #0, also R(b) <O und R(a -b) = R(a) + A(b) < R(a)®). 
Ist ,eS und 5, Sce=Sb,, so ist 

R(c) < Max [R(b,), R(b,)] < R(a), 
d.h. ceS. 
Ist weiter R(b,) < R(a), so ist auch ®*) 
R(b, + b,) = Max[R(b,), R(b,)] < R(a), 
und mit R(b) < R(a) ist auch R(— b) = R(b) < R(a), womit II. bewiesen ist. 

Damit ist auch gezeigt: 

Ila. Die Intervalle: ‚für festes R(a) seien alle eK mit R(x) < R(a) im Intervall 
enthalten‘‘ und ihre Nebenscharen bilden ein vollständiges Umgebungssystem von K. 

Aus I. und II. folgt: 

III. Unter den geordneten Körpern ist der aller reellen Zahlen der einzige eindimen- 
sionale;, alle anderen sind nulldimensional °?). 


$ 3. S-Gruppen und ihre Unter-S-Gruppen. 
Satz 1: Ein System S von Scharen in © ist dann und nur dann ein vollständiges 
Umgebungssystem einer S-Gruppe ©, wenn 


1. jede Schar aus $S Umgebung eines jeden ihrer Punkte ist, 
2. mit einer Schar in S alle ihre Nebenscharen ®?) enthalten sind, 


3. mit &eS (i = 1,2) es auch eine Schar ©, in S gibt, die in ©, ©, enthalten ist, 
4. es zu jedem Elementepaar ,e® (i =1,2) eine Schar Ge gibt, so daß 
aEe© und 1,&6© 
gelten. 


#) d.h. es gibt keine positiven Elemente in X, die kleiner sind als jedes positive Element aus R; 
diese Körper sind dann auch als O-Gruppen Archimedisch. 

“, Im üblichen Sinne. 

#) Unter K(z) ist der Rang von z hinsichtlich des Systems der in Bezug auf R unendlich kleinen 
Elemente zu verstehen; cf. BK, $ 2, p. 8/9. Zu der Aussage cf. BK, $4, Satz 5. 

w) cf. BK, 82, R, BR, BR; 

sı) cf. BK, $2, R.. 

2) Es wäre auch leicht möglich, diesen Satz direkt zu beweisen; jedoch scheint es mir, als ob 
so die Zusammenhänge besser klar werden. 

#) cf, BS, Definition 4 des $& 2. 
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Beweis: A. 1. Ist ©eS, so muß die Schar © wenigstens Umgebung eines ihrer 
Elemente sein; sei ae&© und © Umgebung von a; ist jetzt beS beliebig, so gibt es eine 
rechtsähnliche Abbildung von & auf sich, bei der a in b und also © in sich übergeht !); 
dann ist © auch Umgebung von b. 

2. Bei den ähnlichen Abbildungen von & auf sich geht ©eS in alle seine Neben- 
scharen über. 

3. bezw. 4. folgen aus den Umgebungsaxiomen (B) bezw. (D). 

B. Aus 1. folgt, daß die Umgebungsaxiome (A) und (C) erfüllt sind; aus 3. folgt die 
Erfülltheit von (B) ®). 

Sind € ® beliebig, so gibt es wegen 4. eine Schar &eS$ mit a,e©, a,&6&; die a, 
enthaltende Rechtsnebenschar von © gehört wegen 2. auch zu 5 und hat mit © kein 
Element gemein; also ist auch das Umgebungsaxiom (D) erfüllt. 

Daß schließlich © eine T-Gruppe ist, folgt aus 2.; denn bei der Gruppe A aller 
ähnlichen Abbildungen von ® auf sich geht 5 ın sich über. 

Zusatz 5%): Ist & eine S-Gruppe, so ist das System S, aller in & offenen Scharen dem 
ursprünglichen Umgebungssystem äquivalent und es gilt: 

3. mit ©, und ©, gehört auch ©, r ©, zu S,. 

Das letzte folgt aus der Tatsache, daß der Durchschnitt von zwei offenen Scharen 
wieder eine oflene Schar ist. 

Wir können also ım folgenden o. B. d. A. annehmen, daß das definierende Um- 
gebungssystem einer S-Gruppe den Bedingungen 1. 2. 3, und 4. genügt. 

Satz 2a: Für S-Gruppen ist die Inversion °) eine topologische Abbildung. 

Beweis: Sei © eine Umgebung in der S-Gruppe ®, also eine Schar; dann gibt es 
eine Untergruppe ©, von ©, so daß 


1 


ist. Wegen Bedingung 2. des Satzes 1 des $3 sind dann auch &, und a’ &, = & 
Umgebungen in ©, d.h. bei der Inversion gehen Umgebungen wieder ın solche über. 
Aus Satz 4 des $ 1 folgt dann der 
Zusatz: In S-Gruppen ist die abgeschlossene Hülle einer Schar wieder eine Schar. 


Satz 2b: Jede S-Gruppe © hat die Eigenschaft (M). 

Beweis: Sei, = © und bh; Hp von Q; (i = 1,2). Ist weiter h, U eine Umgebung 
von h,, so Ub, eine von b, und h,UUb, eine von b,b,, und jede Umgebung von h,, D,, 9, 53 
läßt sich in diese Gestalt bringen; da h, U unendlich viele Elemente von W,, U 5, unendlich 
viele von W, enthält, so enthält also (H,U)x (Ub,) = ,Ub, unendlich viele Elemente 
von X, x W, d. h. 5,5, ist Hp von X, x N,. 

Aus Satz 5 des $ 1 folgt dann der 

Zusatz: /n einer S-Gruppe ıst der Normalisator einer abgeschlossenen Untergruppe 
selbst abgeschlossen. 


Ist © eine S-Gruppe und X eine Untergruppe von ®, so ist X eine Unter-S-Gruppe 
von ®, wenn man als Umgebungen in W die nicht leeren Durchschnitte mit Umgebungen 
in & auffaßt ®); die Umgebungen in A sind dann wieder Scharen; die in A offenen bezw. 
»%4) cf. BS, Satz 4 des $ 2. 

%) Wenn man 2. und BS, Zusatz zu Satz 5 des $ 2 berücksichtigt. 
#°) Dies ist ganz analog zu Tietze, l.c. p. 294, Abschnitt 4. 

#7), cf. Definition 3 des $ 1. 

#2) cf. hierzu F. Hausdorff: Mengenlehre 2. Aufl., $ 24. 
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abgeschlossenen Mengen sind Durchschnitte von A mit in & offenen bezw. abgeschlossenen 
Mengen. 

Verstehen wir jetzt unter X die abgeschlossene Hülle von X in &, so können wir, 
wenn wir das Verhältnis von X zu X studieren wollen, wegen des Zusatzes zu Satz 2a des 
$ 3 annehmen, daß 

A= 6 
ist. 

Satz 3: Ist © eine Umgebung aus ©, so ist: 

(1) S = S.N. 

Beweis: Als offene Schar ist © nach Satz 2 des $ 1 auch in © abgeschlossen; 
also ist: 

S> EA. 
Weiter ist wegen \ = & jeder Punkt a aus & Häufungspunkt von W 5%); es müssen sich 
also in jeder Umgebung von a in ® unendlich viele Punkte aus X finden, d. h. 
S< GN. 
Zusatz 1: Sind ©, (i = 1,2) zwei Umgebungen aus ©, so ist dann und nur dann 
Ss A= Sr, wenn ©, = 5 iit. 
Denn es ist: & = SA = © rA = &rX bezw. = ©, = ©,. 
Zusatz 2: Ist © eine [Relativ-] Umgebung aus W, so ist: 
(2) SS = 6.1. 
Denn s ist 6S=-&-N und = E-A= ©. 

Zusatz 3: Die Gleichungen (1) und (2) stellen eine eineindeutige Beziehung zwischen 
den Umgebungen in © und den Relativumgebungen in W her, die hinsichtlich der Relationen: 
Rechts-, Links-, Nebenschar sein, Unterschar sein 

isomorph. ist. 

Beweis: Die Eineindeutigkeit der Beziehung folgt aus Zusatz 1. 

Seien © und Sb zwei Umgebungen in ®; dann ist (S-WA)b = Sb-Ab eine 
Rechtsnebenschar von Sr X; da weiter Y und X b entweder identisch oder fremd sind ), 
so ist Sb-Ab auch eine Rechtsnebenschar von Sb-NX, d. h. S-AX und Sh-NA 
sind Rechtsnebenscharen. Sind umgekehrt &,-W und &,-XW zwei Relativumge- 
bungen und ist 

Sr A=(&rA)b mit be, so ist: 
= &b-Ab = &,5b-N, d.h. 
SG, = &b. 

Ist schließlich ©, in ©, als echter Teil enthalten, so auch &, Win & X als 

echter Teil wegen der Eineindeutigkeit unserer Beziehung. 


$ 4. Erweiterung von S-Gruppen zu vollständig abgeschlossenen S-Gruppen. 
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe: 
(V) Zu einer in sich dichten S-Gruppe © ist eine & umfassende S-Gruppe ® zu finden, 
so daß 


5%) Wenn wenigstens ein Punkt von A Häufungspunkt von X und damit alle Punkte aus ® Häu- 


fungspunkte von ® sind; das können wir aber ruhig annehmen, da sonst Y—= U wäre. 
%) cf. BS, Satz 4 des $ 2. 
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1.6=%, 

2. eine Schar © aus ® dann und nur dann eine Umgebung in 3 ist, wenn ©» & 
eine Umgebung in ® ist, und wenn die Gleichungen (1) und (2) des $ 3 zwischen den Um- 
gebungen aus ®B und aus © bestehen, 

3. 3 vollständig abgeschlossen ist, d. h. jede 1. und 2. genügende Erweiterung von 


® liefert B= VA). 

Definition 1: Ein System 5 von Umgebungen einer S-Gruppe (also ein System von 
Scharen heißt ein definierendes Scharsystem ®), wenn 

1. mit zwei Scharen auch ihr Durchschnitt nicht leer ist und in S enthalten ist, 

2. zu jeder Schar, die Umgebung ist, genau eine Rechtsnebenschar in 5 vorkommt ®°). 

Satz 1: 1. /st A irgendeine S-Gruppe, so ist die Gesamtheit der Umgebungen eines 
Punktes aeA ein definierendes Scharsystem S(a). 

2. Der Durchschnitt aller Scharen eines definierenden Scharsystems ist höchstens 
ein Element ®%), | 

Beweis: 1. Daß für die Gesamtheit der Umgebungen eines Punktes die Be- 
dingung 1. erfüllt ist, folgt aus 3,. des Zusatzes zu Satz 1 des $3; Bedingung 2. folgt aber 
daraus, daß eine Rechtsnebenschar einer a enthaltenden Schar © nur dann a enthält, 
wenn sie mit © identisch ist, und aus Bedingung 2. des Satzes 1 des $ 3. 

2. Sind ,eW (i = 1, 2) irgendzwei Elemente, so gibt es wegen Satz 1, des $ 3 eine 
Umgebung &, so daß a,e&, a,# © gilt; dann kann aber keine Rechtsnebenschar von © 
gleichzeitig a, und a, enthalten. 

Satz 2: Sind X und B zwei S-Gruppen, so daß U in ® enthalten und W=B ist, 
so entspricht jedem definierenden Scharsystem: 

$S={6,} au U 
ein definierendes Scharsystem: 

SrA={S,-U aus A 

und umgekehrt jedem definierenden Scharsystem: 

$={6&,} aus U 
ein definierendes Scharsystem: 

$— {©,} aus N, 
und wir können schreiben: 

SrA=S bezw. SA=S. 


Dies folgt unmittelbar aus Satz 3 des $3 und den Zusätzen dazu. 


Seien © (i =1,2) zwei Scharen und 


& = a6, = Sb, 


*) Aus Satz3 des $3 und den Zusätzen dazu folgt, daß eine vollständig abgeschlossene S-Gruppe 
® der Beziehung ® — ® auch in jeder Erweiterung genügt, die nur die Bedingung erfüllt: 

Eine Schar der Erweiterung & ist dann und nur dann Umgebung von €, wenn ihr Durchschnitt 
mit der zu erweiternden Gruppe ® eine Umgebung in ® oder leer ist. 

62) Wir entnehmen den Terminus im wesentlichen einer Arbeit von P. Alezandroff: Über die Struktur der 
bikompakten topologischen Räume; Math. Ann. Bd. 92 (1924), p. 269, Definition 4, wo er in ähnlicher Be- 
deutung wie bei uns gebraucht wird; dies zeigt der folgende Satz 1 des $ 4 bei uns. 

#) cf. H. Prüfer: Theorie der Abelschen Gruppen II; Math. Zeitschr. Bd. 22 (1925), p. 223; an die 
Stelle unserer „Umgebungen“ treten dort die „großen Untergruppen“. 

%) Speziell ist also dann und nur dann S(a) — S(b), wenn a = b ist. 
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wo ©, ©, Untergruppen sind. Das Produkt ©, ©, (in dieser Reihenfolge) ist dann und 
nur dann bildbar, wenn ©; = &; ist ®) ; existiert aber das Produkt, so sei: 
5, &, = a&ıb 
in üblicher Weise als Produkt der Elemente definiert ®), 
Satz 3: Sind 5, und S, zwei definierende Scharsysteme, so ist auch die Gesamtheit 
Sja der möglichen Produkte je einer Schar aus S, mit einer Schar aus S, (in dieser Reihen- 
folge) wieder ein definierendes Scharsystem. Wir setzen Sj, = 5,9». 
Beweis: Sei © irgendeine als Umgebung auftretende Gruppe; wegen Definition 1, 
des $ 4 gibt es in 5, eine Rechtsnebenschar Sa, von ©. Weiter ist: 
Sa, = a,(a7'16a,) = u, 9, 
wo ©, wieder eine Untergruppe ist. Wie oben gibt es in S, eine Rechtsnebenschar von 
©, etwa ©,0.. 
In S,, tritt also auf: 
€, ©, = 0, 6,0 = Say, 
eine Rechtsnebenschar von ©; also ist die Bedingung 2. der Definition 1 des $4 in S,, 
erfüllt. 
Seien jetzt ,&;b; (i = 1,2), & Gruppen, zwei Scharen aus S,,, d. h. 
% ©; € 5] und S; b; & Sy. 


Dann ist 0 — — Qı Sr Ag ©2ES, 
und 0+ 6b, Sb3ES;. 
Weiter ist: 0, ©, nd © —= (3 (S, n &,) 


Sb, &b, = (&,r &)b;. 
Also können wir das Produkt dieser beiden Durchschnitte bilden, welches dann auch in 
Sj, enthalten ist. Es ist aber (bei Multiplikation der Elemente): 
(1, ©, %6,)  (Sıbir ©b,) = 

a,&,5,,r,9, 55-1, 86,5, ,&,b;. 
Wegen &, b, » &,b, + 0 ist jedes Element des ersten Gliedes a, ©,b, in a, ©, ©, b,, ent- 
sprechend a,&,b, in 0,&,&,b, enthalten. Also ist das Produkt der beiden Durch- 
schnitte gerade gleich a, &,b,* a,&,b,, dieser Durchschnitt mithin nicht leer und in 
Sj, enthalten. 

Zusatz 1: /st das definierende Scharsystem S; die Gesamtheit der Umgebungen des 
Elementes a, so ist Sja = 5} S, die Gesamtheit der Umgebungen von Q,0,. 

Beweis: Die Gesamtheit der Umgebungen aus S, läßt sich in der Form a, ©, 
die aus ©, in der Form ©a, darstellen, wo © Gruppen sind; die Umgebungen von Sjs 
haben also die Form: a, ©a, = (a, Saz!)a,a, = ©,a,A,, wo ©, eine Gruppe ist, ent- 
halten also sämtlich a,a,. 


Wir ordnen jetzt jedem definierenden Scharsystem einer S-Gruppe © ein (ideales) 
Element in einer neuen Gesamtheit 3 zu; ist das definierende Scharsystem 5 die Ge- 
samtheit der Umgebungen eines Elementes ae ©, so identifizieren wir das 5 in ® zuge- 
ordnete Element mit a. Dann gilt der 

Zusatz 2: Definieren wir als Multiplum der in 3 zugeordneten Elemente das zuge- 
ordnete Element des Produkts der definierenden Scharsysteme, so ist ® eine & umfassende 
Gruppe. 





6) cf. BS, Satz 8, des $ 2; wir bilden also das Produkt, wie es im Gruppoid der Nebenscharen 
einer Schar zu bilden ist. 
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Beweis: Wegen Satz 3 des $ 4 und Zusatz 1 haben wir nur noch die Existenz der 
Inversen zu Elementen aus ® zu zeigen. Sei $S ein definierendes Scharsystem, ©, a, 
seine Scharen, wo ©, Gruppen sind, so ist S”" das Scharsystem, das aus allen Scharen 
az1&, besteht. 

Satz 4: Verstehen wir unter einer — der Umgebung © in ® zugeordneten — Um- 
gebung in ® die Gesamtheit der Elemente aus ®, deren definierende Scharsysteme © ent- 
halten, so ist 3 

1. eine S-Gruppe, 

2. bis auf topologische Isomorphismen®%) die einzige Lösung unserer Aufgabe (V). 


Beweis: 1. Da für jede Schar S in © 


on won on u wo 
Du u 


ist 6”), so enthält mit den definierenden Scharsystemen S$,; (i = 1,2,3) auch 
8,32" 8, 
die Schar © als Element; also sind die Umgebungen in ® Scharen. 

Daß aber die übrigen Bedingungen des Satzes 1 des $ 3 und seines Zusatzes in Q 
erfüllt sind, folgt aus ihrer Erfülltheit in ©. 

2. Wir zeigen, daß 3 eine Lösung unseres Problems (V) ist. 

Da in jeder Umgebung von ®3 unendlich viele Elemente aus & enthalten sind, 
soist ® =®. Weiter sei ©, eine Umgebung in 3, ©, die Umgebung in ®, der ©, zuge- 
ordnet ist; dann ist: 

Sr Ö == S ; SO = 9; 
da ©, ım definierenden Scharsystem eines jeden Elementes aus ©, auftritt. 

Schließlich folgt aus Satz 2 des $ 4, daß jede die Bedingungen 1., 2. von (V) er- 
füllende Gruppe einer Untergruppe von ® topologisch isomorph ist, womit gezeigt ist, 
daß ® eine und die einzige Lösung von (V) ist. 

Hieraus folgt noch der 

Zusatz: Dann und nur dann ist eine S-Gruppe © vollständig abgeschlossen, wenn 
die Scharen eines jeden definierenden Scharsystems in ® einen nicht leeren Durchschnitt 
haben, d. h. die Gesamtheit der Umgebungen eines Elements ae® darstellen. 

Definition 2: Eine unendliche Menge M in © heiße konvergent, wenn es zu jeder 
Umgebung genau eine Rechtsnebenschar gibt, in der alle Elemente von , abgesehen von 
einer Menge niederer Mächtigkeit als M, enthalten sind. 

Satz 5: Ist © eine vollständig abgeschlossene S-Gruppe, so hat jede konvergente 
Menge M in © einen Häufungspunkt. 

Beweis: Ist M eine konvergente Menge, so ist die Menge M aller Schar-Um- 
gebungen, die mit M alle Punkte, abgesehen von einer Menge niederer Mächtigkeit, 
gemein haben, wegen der Konvergenz von ein definierendes Scharsystern, das also 
nach dem Zusatz zu Satz 4 des $4 genau ein Element von ® definiert, das Häufungs- 
punkt von M ist. 


Anhang Il: Die nicht-Archimedisch geordneten Körper. 
Sei K ein geordneter Körper, R der Primkörper von K und sei K in Beziehung 
auf R nicht-Archimedisch. 





“, Eine topologische Isomorphie ist eine Isomorphie, bei der offene Mengen in offene Mengen 
übergehen. 

#7) ef. BS, Satz 6 des 82. 
Journal für Mathematik. Bd. 160. Heft 4 7 
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Wir haben dann im Anhang I zu $ 2 gezeigt, daß die Additionsgruppe von K eine 
O- und sogar eine S-Gruppe ist; weiter erwies sich das folgende System von Intervallen 
als ein System von Scharen — gegenüber der Addition — und als ein vollständiges Um- 
gebungssystem: sei keK beliebig und AR(a) der Rang irgendeines Elementes aeÄ; wir 
bilden das Intervall, das aus allen und nur den xeK besteht, die R(x —k) < R(a) er- 
füllen, und nennen es J[k, R(a)]. 

Seien J[k;, R(a)] = J; (i = 1,2) zwei solche Intervalle; dann gilt: 

I. Ist R(a,) = R(a,) und J,r Jg +0, so ist J, in Jg, enthalten; für R(a,) < R(a,) 
ist J, dann echter Teil von J,. 

Sei nämlich ke J; füri =14 undi=2, Ist dann zeKÄ derart, daß 

R(xz — k) < R(a,) 
ist, so ist auch 

R(x — k) < R(a;) 
und umgekehrt. Denn es ist: 

Rx — k) = Rl(@ — k) + (kk — k)] S Max [R(x — k;), R(k; — k)] < R(a,) 
wegen BK, $ 2, AR, und AR,, und ebenso ist: 

R(xz — k,) = R[(xz — k) + (k — k,)] = Max [R(x — k), R(k — k,)] < R(a,). 

Ist jetzt xeJ,, so ist Rx — k,) < R(a,), also R(x — k) < R(a,) S R(a,), also 
R(x — k,) < R(a,). 

Hieraus folgt: 

Ia. Ein definierendes Scharsystem ist eine Folge ineinandergeschachtelter Intervalle 
J[k,, R(a,)] derart, daß jeder in K auftretende Rang R genau einmal vorkommt. 

Es gilt aber: 

II. Jedes definierende Scharsystem bestimmt genau einen „Dedekind schen Schnitt‘‘ ®®) 
zwischen Elementen aus K und umgekehrt in eineindeutiger Weise. 

A. Sei 5 ein definierendes Scharsystem; wir tun dann in die erste Klasse des zuge- 
hörigen Dedekindschen Schnitts alle Elemente aus X, die kleiner sind als die Elemente 
irgendeines Intervalles aus S, in die zweite Klasse alle die, die größer sind als die Elemente 
irgendeines Intervalles aus $. Wegen Ia sind dann alle Elemente der ersten Klasse kleiner 
als alle der zweiten Klasse; ist weiter e> 0 beliebig aus Ä, so gibt es ein Elementepaar 
b;eK, so daß b, aus der ersten, b, aus der zweiten Klasse stammt und db, — b, <e ist; 
denn es gibt zwei Ränge R(a,) mit R(a,) < R(a,) < R(e) und in S also verschiedene 
Intervalle J[k;, R(a;)]. 

68) Hierbei verstehen wir unter einem Dedekindschen Schnitt eine Einteilung der Elemente von K 
in zwei Klassen X, und K,, so daß 

1. jedes Element aus X in genau einer der Klassen auftritt, 

2. jedes Element von X, kleiner ist als jedes von K,, 

3. es zu jedem e>0 ein Elementepaar k;eK, gibt, so daß ,—k,<e ist. 

Die Eigenschaft 3., die für die Erweiterung zum Körper aller Dedekindschen Schnitte notwendig 
gebraucht wird, folgt im Gegensatz zu den Archimedischen Körpern für keinen nicht-Archimedischen Körper 
aus den Eigenschaften 1. und 2., wie das folgende Beispiel zeigt: 

Sei O<aeK derart, daß R(a)<0 ist; ein solches a gibt es, da K nicht-Archimedisch ist; K, 
enthalte alle <=s0 und alle xeK derart, daß R(x)<R(a) ist, K, alle übrigen Elemente von K. 
Diese Klasseneinteilung erfüllt 1. und 2., aber nicht Bedingung 3. Wir wählen etwa e= a?; dann ist 
R(e) = 2 R(a) < Ra) <O. 

Ist jetzt O<k,eK, und k,eK, beliebig, so ist R(k,) > R(a) > R(k,) und R(k, —k,) = R(k,) > R(e) 


wegen BK, $ 2, R,, also gewiß k, — k, >e. (Es ist ja allgemein, wenn: R(z,) > R(z,), = unendlich groß, also, 
|. 





falls x, und x, gleiches Vorzeichen haben, >1) 
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B. Wir betrachten sämtliche Intervalle J[k, R(a)], die mit beiden Klassen des 
Dedekindschen Schnittes Elemente gemein haben; aus I und Ia folgt dann, daß dies ein 
definierendes Scharsystem ist, und zwar wegen I gerade das, das ad A diesen Dedekind- 
schen Schnitt bestimmte. 

Bedenkt man jetzt in üblicher Weise, daß die Gesamtheit der Dedekindschen 
Schnitte eines geordneten Körpers einen geordneten Erweiterungskörper bildet, so folgt 
aus II, Satz 4 des $4 und dem Zusatz von Satz 4 des $ 4: 

III. Ein nicht-Archimedisch geordneter Körper K läßt sich auf eine und nur auf eine 
Weise zu einem vollständig abgeschlossenen erweitern. 

Dann und nur dann ist K vollständig abgeschlossen, wenn jedem Dedekindschen 
Schnitt zwischen Elementen aus K ein Element aus K entspricht. 

Für Archimedisch geordnete Körper ist dieser Satz trivial. 


Anhang III: Körper der Potenzreihen in einer Veränderlichen °°). 


Sei K ein beliebiger Körper, ÄX{x} der Körper aller Potenzreihen in x mit Koeffizienten aus K; 
[es mögen keine negativen Potenzen von x in den Potenzreihen auftreten]. 

Wir führen jetzt in K{x} einen Umgebungsbegriff ein; da jede Umgebung eine Umgebung aller 
ihrer Elemente sein soll, sagen wir nur „Umgebung“, nicht „Umgebung von . . .“. Sei p„(z) irgendein 
Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten aus Ä; alle Potenzreihen, die in ihren ersten n+ 1 Gliedern 
mit ?„(2) übereinstimmen, bilden eine — durch p„(2) bestimmte — Umgebung n-ten Grades. Da 
Pan —Pn + Pn = Pn ist, sind diese Umgebungen Scharen (hinsichtlich der Addition). Man überzeugt sich, 
daß Kix} eine S-Gruppe hinsichtlich der Addition, also nulldimensional ist. 

Es gilt sogar: 

IV. Kix} ist vollständig abgeschlossen und die abgeschlossene Hülle von K[x], dem durch Adjunktion 
des transszendenten Elementes x zu K entstehenden Integritätsbereiches. 


Dies folgt aus: 
V. Ein definierendes Scharsystem enthält Umgebungen jedes Grades n>0, die durch Polynome 


?„ (x) derart bestimmt sind, daß Pr, (2) mit Pn,(2) beginnt, wenn nı 2.nz ist. 

Sind U„,; (i=1,2) zwei Umgebungen und ist Un, r Un, #0, so muß eine dem Durchschnitt 
angehörende Potenzreihe sowohl mit Pr, (%) als auch mit p„,(2) beginnen; für n>n, muß also Pn, mit 
Pn, beginnen. — Jetzt bestimmt aber die Gesamtheit der [Umgebungen eines definierenden Scharsystems 


bestimmenden] Polynome p,„ (x) eindeutig eine Potenzreihe f(x) = lim py (2). 


Anhang IV: Die unarchimedisch bewerteten Körper ’°). 

Sei K ein unarchimedisch bewerteter Körper”?!). Dann ist also jedem x aus Ä eine 
— ım üblichen Sinne — reelle Zahl |z|>0 [|x|=0 dann und nur dann, wenn 
x = 0] so zugeordnet, daß 

B.. || || = |, 2. 

B,. |2, + 2,| S Max [|z, |, |22|]- 
Dann gilt: 

B,. Für || <|a,| ist | +2] = |,| ”). 





6°) Die Anregung zu dieser Anwendung sowie den hier zu Grunde gelegten Umgebungsbegriff ver- 
danke ich einem Vortrage von Herrn Prof. Dr. W. Krull: „Über Topologie der Potenzreihen“ im Mathe- 
matischen Kolloquium an der Universität Freiburg i. Br. vom 12. Juli 1927; ich bin Herrn Prof. Krull für 
die Erlaubnis der Publikation dankbarst verpflichtet. 

”0) Den Hinweis auf diese Anwendung sowie die Tatsache, daß die unarchimedisch bewerteten 
Körper nulldimensional sind, verdanke ich Herrn Prof. Dr. H. Hasse. 

1) cf. A. Ostrowski: Acta math. Bd. 41 (1918), p. 273/274, Nr. 3; ferner H. Hasse: dieses Journal, 
Bd. 155 (1927). 

2) Unter diesem Fall lassen sich auch die Potenzreihenkörper subsumieren, indem man als 
Wert einer Potenzreihe e”” setzt, wenn n der Exponent der niedrigsten auftretenden Potenz von x und 
0/|=0 ist. 

30* 
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Wie üblich, versteht man dann unter einer [e-] Umgebung von a aus K die Gesamtheit, 
der z aus XÄ mit | —a|<e. 

I. Ä ist hinsichtlich der Addition eine S-Gruppe und also nulldimensional. 

Wir haben nur zu zeigen, daß jede e-Umgebung von a eine additive Schar ist; das 
folgt aber aus 

I(ı, — 2 +23) -—a| = |(2, —a) — (fg —a) + (r3 —a)| S Max [(r; —a)] < e. 

II. Ein System £ von Umgebungen S,, wo jedes 5, eine e-Umgebung eines Punktes 
aus K ist, ist dann und nur dann ein definierendes Scharsystem der additiven S-Gruppe K, 
wenn es 

1. zu jedem überhaupt auftretenden Wert e> 0 eine und nur eine e-Umgebung S,«) 

in £ gibt, 

2. für &, <e, auch S,.,) ganz in S,., enthalten ist. 

Es ist nur zu zeigen: 

Ist S; (i = 1,2) eine e;-Umgebung des Punktes a, in K, so ist S, ganz in S, enthalten, 
wenn 

1. &, <e, und 

2. Sr 8,0 ist. 

Sei nämlich ce in $S,r 5, und x in S, enthalten; dann ist wegen |x= — a,| <e, <e, 
und |c— a] <&s;S8 auch |r — a|=|(t —a,) - (c—a)+(c—a)|< ey, 

III. Der Bereich K aller definierenden Scharsysteme ist eine und im wesentlichen 
die einzige absolut abgeschlossene Erweiterung von K. 

Wegen Satz 4 des $ 4 haben wir nur zu zeigen, daß auch das Produkt [im Sinne der 
Körpermultiplikation] zweier definierenden Scharsysteme, das sich ergibt, wenn man die 
e-Umgebung des ersten mit der e-Umgebung des zweiten Systems multipliziert, ein- 
deutig ein definierendes Scharsystem bestimmt. 

Gilt 1, —a)<e (i=1,2), so gilt: 

e® > |7, — ay| | — ag| = | (RT, — a,Q5) + ay(az — 23) + ay(a, — 2). 
Da weiter |a,(a,g — 73) + azla, — 2,)| <eMax|a,|S ee ist, so folgt |x, 2%, — a,a,| <e 
wegen B,, womit alles gezeigt ist. 

IV. In K hat jede Fundamentalreihe 3) einen Limes; K ist also perfekt ”®) und der 
derivierte ®?) Körper von K. 

Sei nämlich a„(n =1,2,...) eine Fundamentalreihe in X; dann gibt es also zu 
jedem reellen e mit 1> e>0Deinn=n(e), so daß für alle ganzzahligen t> 0 gilt: 


lanıı -m|<e. 
Ist jetzt & (U =1,2,...) eine gegen Null strebende Folge von e-Werten, so gehört dazu 
eine nicht abnehmende Reihe n(&) = n;. Ist jetzt S; die &-Umgebung von an;, so be- 


stimmt die Reihe der S; eindeutig ein definierendes Scharsystem in X (also auch in X 
wegen Satz 2 des $4), da alle a„+. in S; nach obiger Ungleichung enthalten sind. Also 
hat unsere Fundamentalfolge einen Limes, nämlich das durch unser definierendes Schar- 
system bestimmte Element von Ä. 

Alles andere folgt aus III. 


3) Im Sinne von A. Ostrowski, ]. c. p. 277, Nr. 5, wo die gleiche Frage für Archimedisch bewertete 
Körper behandelt wird. 


Freiburg i. Br., d. 8. IV. 1928. 





Eingegangen 27. März 1928. 
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Über eine Widerspruchfreiheitsfrage in der axiomatischen 
Mengenlehre. 


Von J.v. Neumann in Berlin. 





Einleitung. 

1. In zwei Arbeiten !) habe ich ein Axiomensystem der allgemeinen Mengen- 
lehre angegeben, und daraus die Haupttatsachen der Mengenlehre hergeleitet. Dieses 
Axiomensystem ging dabei an zwei Punkten wesentlich über die Zermelo-Fraenkelsche 
Axiomatisierung hinaus. 

A. Während Zermelo-Fraenkel das Aufstellen von Mengen nur dann gestatteten, 
wenn der Umfang derselben nicht „zu groß‘ war, dürfen hier die Mengen ruhig „zu 
groß‘ sein — aber sie sind nur dann als Elemente bei der Bildung anderer Mengen ver- 
wendbar, wenn sie nicht „zu groß“ sind. Zur Vermeidung der bekannten Antinomien 
(Russell, Burali-Forti) reichte dies nämlich auch aus, und es ist für gewisse Zwecke so 
angenehmer (vgl. $$ 2, 3. Kap. I loc. eit. I). 

B. Während Zermelo-Fraenkel nicht genau definieren, wann der Umfang einer 
Menge „zu groß‘ ist, sondern nur durch einige Postulate untere Grenzen setzen ?), 
geben wir für diesen Begriff eine genaue Definition: Eine Menge ist dann und nur dann 
„nicht zu groß‘, wenn sie von kleinerer Mächtigkeit ist als die Menge aller Dinge über- 
haupt (d.h. wenn sie nicht so abgebildet werden kann, daß diese vollkommen über- 
deckt wird). (Dies wird exakt formuliert im Axiom IV. 2. Seite 225 loc. eit. I oder 
Seite 675 loc. eit. II. Übrigens vgl. $$ 2, 3. Kap. I loc. eit. I). 

Ein dritter, aber bloß technisch wesentlicher Unterschied ist, daß wir den Begriff 
der Funktion und nicht den der Menge (beide sind ja leicht aufeinander zurückzuführen?) 
zum Ausgangspunkte des Axiomatisierens wählen. Dies ist aber, wie bereits erwähnt, 
vom prinzipiellen Gesichtspunkte wenig wichtig. 





.t) „Eine Axiomatisierung der Mengenlehre“, Journal f. Math. Bd. 154, Seite 219—240 (1923); „Die 
Axiomatisierung der Mengenlehre“, Math. Zeitschr. Bd. 27, Seite 669—752 (1928). Diese Arbeiten sollen 
mit I bezw. II zitiert werden. — Ich möchte diese Gelegenheit noch benützen, darauf hinzuweisen, dab 
der loc. eit. II, Seite 736 verwendete Begriff der „Endlichkeit* von Herrn A. Tarski stammt (Fund. Math. 
Bd. 6, Seite 45—95 [1924]). 

2) Etwa: Wenn eine Menge „nicht zu groß“ ist, ist es auch ihre Potenzmenge nicht (Potenzmengen- 
Axiom), und ihre Vereinigungsmenge nicht (Vereinigungsmengen-Axiom). 

3) Die Menge können wir als Funktion auffassen, die nur zweier Werte A. B fähig ist: sie nimmt 
den Wert A an, wenn das Argument nicht Element der Menge ist, und den Wert B. wenn es Element ist. 
Die Funktion f(x) kann durch „graphische Darstellung“ in eine Menge verwandelt werden: sie sei die 
Menge aller „Paare“ <z, f(z)), wobei x alle möglichen Werte des Arguments durchläuft. (Das „Paar“ ist 
dabei irgendeine Zuordnung, die zwei Dingen z, y ein drittes z = (x, y» auf ein-eindeutige Weise zuordnet; 
d. h. so daß aus <z,y=<e’,y’») z=2',y=y’ folgt; bei der gewöhnlichen, geometrischen, graphischen 
Darstellung, wo z, y die reellen Zahlen durchlaufen, ist z. B. <z,y» der Punkt der Ebene mit den karte- 
sischen Koordinaten z,y. Zermelo-Fraenkel verwenden als „Paar“ /z, y) die Menge mit den Elementen 
z,y, {z.y}). Wegen {z, y} = {y, z} ist dies nicht ganz vollkommen [daher ihre Schwierigkeiten bei der De- 
finition der Äquivalenz], einwandfrei wäre etwa das „Paar“ {{z}, {z, y}} [vgl. Seite 239 unten loc. eit. I 
oder Seite 692 oben loc. eit. II]). 
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Es erhebt sich aber die Frage, ob unser System, dadurch daß es nach A, B 
wesentlich über die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre hinausgeht, nicht an Zuverlässig- 
keit verliert: ob es der Gefahr von Widersprüchen nicht eher ausgesetzt ist, als diese. 


Die absolute Frage der Widerspruchfreiheit, d.h. ob überhaupt eine gegebene 
Formalisierung der allgemeinen Mengenlehre mit Gewißheit *) zu keinen Widersprüchen 
führt, liegt außerhalb des Rahmens dieser Arbeit: in ihr soll nur aus der vorauszusetzenden 
Widerspruchfreiheit eines Systems auf die des anderen geschlossen werden ®). Die ab- 
solute Frage der Widerspruchfreiheit ist m. E. gegenwärtig überhaupt viel zu schwer, 
um in Angriff genommen zu werden, prinzipiell wäre hierzu wohl nur die Hilbertsche 
Beweistheorie geeignet, jedoch halte ich es für höchst unwahrscheinlich, daß die (ihrer 
Natur nach mathematisch-kombinatorischen) Schwierigkeiten dieser Aufgabe beim 
heutigen Stande der Wissenschaft überwunden werden können (wiewohl das Problem 
leicht formuliert werden kann). Die Hauptschwierigkeit sehe ich darin, daß wir heute 
keine Ahnung davon haben, warum das von Russell und Zermelo eingeführte Prinzip 
des „Verbietens von Mengen von zu großem Umfange‘, ohne welches kein allgemeiner 
Aufbau der Mengenlehre möglich ist ®), alle Widersprüche auflöst, und daher mangels 
einer adäquaten Beweisidee keinen Widerspruchfreiheitsbeweis versuchen können ?). 


2. Mit A wollen wir uns nicht befassen, denn es ist eine recht harmlose Erwei- 
terung, man übersieht wirklich leicht, daß die Antinomien nicht in dem Moment auf- 
treten, in dem eine gewisse Menge vom bedenklichen Typus (die Menge aller Mengen, 
die sich nicht selbst enthalten, die Menge aller Ordnungszahlen usw.) gebildet wird, 
sondern erst wenn man untersucht, ob diese Menge Element einer anderen (die übrigens 
in der Regel wieder sie selbst ist) ist oder nicht. Daher ist die Erweiterung A nicht 
gefährlich. 

Sehr wesentlich hingegen ist die Erweiterung durch B. Sie sieht auch gar nicht 
ungefährlich aus, dies merkt man z. B. ‚wenn man sich die Methode, mit der der Wohl- 
ordnungssatz aus B (d.h. Axiom IV. 2.) gefolgert wird (vgl. Seite 223 loc. eit. I, sowie 
die exakte Herleitung loc. eit. II, Seite 721 [Satz 47] und Seite 726—729), vergegen- 
wärtigt. Wir schließen dort im wesentlichen so ®): 





*) Natürlich sieht man sowohl im Zermelo-Fraenkelschen als auch in unserem System, daß die be- 
kannten Antinomien der Mengenlehre vermieden werden, aber es könnte, so unwahrscheinlich es auch ist, 
noch andere, unbekannte Antinomien geben. 

5) So wie etwa die Widerspruchfreiheit der Euklidischen Geometrie die der nicht-Euklidischen nach 
sich zieht. 

°) In solchen Systemen der Mengenlehre, die die Antinomien durch andere Verbote vermeiden, sind 
die ganz großen Mächtigkeiten, wie x + 2N + gan +++ u. ä. in der Regel unerreichbar. 

”) Wenn man nicht über gewisse Mächtigkeiten hinaus will, so ist die Anwendung von Hilberts 
Beweistheorie wesentlich aussichtsvoller, m. E. darum, weil uns hier Russels Typentheorie den wesent- 
lichen Grund der Widerspruchfreiheit verrät. Wie groß die Schwierigkeiten auch hier noch sind, möge 
man immerhin daran ermessen, daß der Widerspruchfreiheitsbeweis bis zur Mächtigkeit x (Kontinuum) noch 
immer nicht lückenlos geführt ist! 

Zur Literatur der Beweistheorie vgl. D. Hilbert, Abh. des Math. Seminars d. Hamb. Univ. Bd. 1., 
Seite 157—175 (1923); Math. Ann. Bd. 88, Seite 151—165 (1923); Abh. des Math. Seminars d. Hamb. 
Univ. Bd. 6, Seite 65—85 (1928); P. Bernays, Math. Ann. Bd. 90, Seite 159—163 (1923), Abh. des Math. 
Seminars d. Hamb. Univ. Bd. 6, Seite 89—92 (1928); W. Ackermann, Math. Ann. Bd. 92, Seite 1—35 (1926); 
J. v. Neumann, Math. Zeitschr. Bd. 26, Seite 1—46 (1927); H. Weyl, Handb. der Philosophie, Abt. II., 
A. I. (Mathematik), Seite 44—50 (1926); Abh. des Math. Seminars d. Hamb. Univ. Bd. 6, Seite 86—88 (1928). 

®) Der kürzeren Ausdrucksweise halber (und um nur die wesentliche Beweisidee auszudrücken) 
bedienen wir uns einer (im jetzigen Sinne unexakten) Terminologie, die an die der naiven Mengenlehre 
anlehnt — die exakte Durchführung des Gedankens steht loc. eit. Il, vgl. das Zitat im Text. 
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Die Menge aller Ordnungszahlen ist paradox, denn sie führt zur Burali-Forti- 
schen Antinomie, also ist sie „zu groß“, also der Menge aller (als Elemente von Mengen 
zulässiger) Dinge (in der Terminologie von loc. eit. II dem Bereiche aller I-Dinge, 2) 
äquivalent (eben nach B, d.h. Axiom IV. 2.). Diese Menge aller Dinge ist somit einer 
wohlgeordneten Menge (der Menge aller Ordnungszahlen) äquivalent, also selbst wohl- 
ordenbar; jede andere Menge ist Teilmenge von ihr, also gleichfalls wohlordenbar ?). 

Man sieht: dieser Beweisgang geht mitten durch die Burali-Fortische Antinomie 
hindurch. Daß keine Antinomie auftritt, ist eigentlich ein Wunder, dieses „Wunder“ 
ist eben die Möglichkeit, sich aus dem Widerspruch in den Wohlordnungssatz zu 
retten 10). Die Verhältnisse liegen ganz anders, wie bei der Russellschen Antinomie, 
die durch IV. 2. systematisch ausgeschaltet wurde, und wo die durch IV. 2. verlangte 
Abbildung der antinomischen Menge auf die Menge aller Dinge unschwer direkt ange- 
geben werden kann "). Das Ganze ist aber recht unheimlich, denn wenn uns aus der 
Burali-Fortischen Antinomie bloß eine so grundverschiedene Sache wie der Wohlordnungs- 
satz heraushilft, so bestehen hier offenbar unvermutete Zusammenhänge, mit denen 
man sich unbedingt auseinandersetzen muß, ehe man zu glauben geneigt sein wird, 
daß das Prinzip B, d.h. das Axiom IV. 2., wirklich zu keinen neuen Antinomien Ver- 
anlassung gibt. 

Das Axiom IV. 2. leistet eben sehr viel, eigentlich zu viel: enthält es doch (in der 
Zermelo-Fraenkelschen Terminologie) die Axiome von den Elementarmengen, der Aus- 
sonderung, der Ersetzung und der Multiplikation (= Auswahlprinzip = Wohlordnungs- 
satz); und dabei geht es über die eigentliche Mengenlehre hinaus (da es verlangt, daß 
alle Mengen, deren Mächtigkeit kleiner ist, als die der Gesamtheit aller Dinge überhaupt, 
noch als legitime Bildungen angesehen werden dürfen). Wir müssen also erörtern, ob 
seine Widerspruchfreiheit nicht noch problematischer ıst, als die einer nicht wesent- 
lich über den notwendigen Cantorschen Rahmen hinausgehenden Axiomatisierung der 
Mengenlehre. 

3. Der Hauptgegenstand der vorliegenden Arbeit ist, folgendes zu zeigen: wenn 
die axiomatische Mengenlehre in dem Umfange, wie er dem Cantorschen Aufbau deı 





®) Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daß dieses (an und für sich recht anfechtbare) Räson- 
nement nicht als Beweis, sondern als Skizze der Idee eines (a. a. O. durchgeführten) Beweises anzu- 
sehen ist. 

10) D.h.: bei der Herleitung des Burali-Fortischen Widerspruches (die Menge aller Ordnungszahlen 
ist „zu groß“) bleibt eine Möglichkeit des Entschlüpfens offen (Äquivalenz der Menge aller Ordnungszahlen 
mit der Menge aller Dinge); aber dann kann das ganze Räsonnement offenbar als Beweis per absurdum 
für das Eintreten dieser Möglichkeit angesehen werden. 

ı1) Nämlich so: Sei 0 die leere Menge, {x}. {z, y} die Menge mit dem einzigen Element x bzw. den 
zwei Elementen x,y. Die Menge {fz, y}} enthält sich selbst gewiß nicht (es sei z=F y), da sie genau ein 
Element hat, ihr einziges Element {x,y} aber zwei. Ferner ist {x} gewiß von 0 verschieden (da {x} 
ein Element hat, und O keins). Somit ist 

M,=(0,{9} 
für jedes x eine Menge, die sich nicht selbst enthält. Weiter folgt aus M, = My x =y, denn die Ver- 
einigungsmenge der Vereinigungsmenge von M, ist {2} („Vereinigungsmenge von M“ heißt: Summe aller 
Elemente von M), also bestimmt M, {2}, und somit auch x. Daher ist bereits ein Teil der Gesamtheit 
(in der Terminologie von loc. eit. II: des Bereiches) aller Mengen (d.h. aller „nicht zu großen“ Mengen), 
die sich nicht selbst enthalten, mit der Gesamtheit aller x überhaupt äquivalent. (Nämlich die aller M.). 

Man entschuldige unser ständiges Operieren mit der dem Paradoxen nah verwandten „Gesamtheit 
aller Mengen, die sich nicht enthalten“, u. a. (direkt paradox ist sie allerdings nicht, solange sie nicht 
selbst als Menge und Element anderer Mengen angesehen wird); daß dies nicht ernstlich gefährlich ist, 
sieht man daran, daß es mühelos z. B. in unserer axiomatischen Mengenlehre ebenso ausgeführt werden 
kann. Wir benutzen die Terminologie der naiven Mengenlehre eben nur zur Abkürzung. 
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Mengenlehre entspricht (der im wesentlichen dadurch charakterisiert werden kann, 
daß es zu jeder [nicht „zu großen‘“‘] Menge von Mächtigkeiten [nicht „zu großer“ 
Mengen] eine noch größere Mächtigkeit [die noch immer zu einer nicht „zu großen“ 
Menge gehört] gibt) widerspruchfrei ist, so ist auch unser Axiomensystem widerspruch- 
frei — insbesondere also sein, über die Cantorsche Mengenlehre hinausgehender Bestand- 
teil B (Axiom IV. 2.). Um aber mit dieser Aussage einen exakten Sinn verbinden zu 
können (bisher waren ja unsere Erörterungen reichlich qualitativ), müssen wir auch 
die Mengenlehre vom „genau Cantorschen Umfange‘“ formalisieren — axiomatisieren. 

Als Rahmen dieser Axiomatisierung benützen wir (schon aus dem Grunde, nach- 
her leichter Vergleiche anstellen zu können) unser Axiomensystem, d.h. natürlich mit 
gewissen Abänderungen: wir müssen gerade das näher zu untersuchende Axiom IV. 2. 
dahin abschwächen, daß unser derart modifiziertes Axiomensystem nicht mehr über den 
„Cantorschen Umfang‘ der naiven Mengenlehre hinausgeht. (An allen übrigen Punkten 
des Axiomensystems !?) wird ja nicht wesentlich darüber hinausgegangen — viel mehr 
sind dort die zur Vermeidung der Antinomien notwendigen Verbote erkennbar.) Es 
erhebt sich also die Frage: wie mu3 zu diesem Zwecke Axiom IV. 2. modifiziert (d.h. 
abgeschwächt) werden ? 

Um das festzustellen, müssen wir uns vergegenwärtigen: zu welchen Zwecken 
verwenden wir das Axiom IV. 2.? Es sind ihrer im wesentlichen drei: IV. 2. ersetzt uns 
erstens das Aussonderungsaxiom, zweitens das Ersetzungsaxiom und drittens den Wohl- 
ordnungssatz (= Auswahlprinzip = Multiplikationsaxiom). Wir müssen daher diese 
drei Postulate für sich formulieren, unter Weglassung des darüber (und damit über 
den „Cantorschen Umfang‘ der Mengenlehre) hinausgehenden Teiles von Axiom IV. 2. 

Die zwei ersten kann man wohl am einfachsten so zusammenfassen: 

IV. 2*, Wenn fein I II-Ding, f’ ein IT-Ding, und g ein Il-Ding ist, und wenn 
zu jedem I-Ding x mit [f',x2]#+ A ein I-Ding y mit [f, y] + A,[g,y] = x existiert, 
so ist auch f’ ein I II-Ding !?). 

Den Wohlordnungssatz dagegen sichert man sich am besten, indem man das 
Auswahlprinzip in der folgenden (dem Begriff des Hilbertschen r entsprechenden, vgl. 
loc. eit. II, Seite 728, Anm. 28 und 29) Form aufstellt: das Axiom III. 3. wird zu 

III. 3*. sei ein II-Ding. Es gibt ein II-Ding g, so daß für jedes x, bei dem 
mindestens ein y (I-Ding) mit [f,<z,y)] + A existiert, [g,x] einem solchen y 
gleich ist. 

verschärft 1%). Das unveränderte Axiomensystem (so wie es loc. eit. I und II verwendet 





12) Das Axiomensystem ist auf Seite 224—226 loc. eit. I oder Seite 674—675 loc. eit. Il angegeben. 

13, D.h. wenn der durch f bestimmte Bereich (d.i. seine Basis, vgl. loc. cit. II, Seite 630) „nicht 
zu groß“ ist (also in unserer Terminologie eine Menge ist), und der durch f’ bestimmte Bereich in einem 
(durch z= [g,y] vermittelten) Bilde desselben enthalten ist, so ist auch dieser durch f’ bestimmte Bereich 
nicht zu groß. Man sieht, daß hierin sowohl das Aussonderungs-, als auch das Ersetzungsaxiom ent- 
halten ist. 

14) Zum Wohlordnungssatz ist noch dieses zu sagen: In unserem unveränderten Axiomensystem ist 
er in der folgenden, weitestgehenden Form beweisbar: Der Bereich aller I-Dinge 2 (in der naiv-mengen- 
theoretischen Terminologie: die Menge aller Dinge) kann wohlgeordnet worden (loc. cit. II, S. 726). Im 
modifizierten System (111. 3*., IV. 2*, statt 1Il. 3., IV. 2.) können wir nur zeigen (vgl. $ 2, Kap. I): jede 
Menge (d.h. jede „nicht zu große“ Menge) ist wohlordenbar. 

Man sieht also, daß im modifizierten System auch die Gültigkeit des Wohlordnungssatzes wesent- 
lich eingeengt ist (wohl auf das von der Mengenlehre in der Regel erwartete Maß) — dies ist erwähnens- 
wert, da wir trotzdem aus der Widerspruchfreiheit desselben die des ursprünglichen Axiomensystems 
schließen werden. 
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wurde) wollen wir mit S bezeichnen; das durch Ersetzung von III. 3., IV. 2. durch III. 
3*., IV. 2.* modifizierte aber mit S*. 

Das Hauptziel unserer Überlegungen ist, wie bereits angedeutet wurde, der Nach- 
weis, daß die Widerspruchfreiheit von S* die von S nach sich zieht '°). 

4. Im $ 5 des Kap. II von loc. eit. I wurde bei Untersuchung der Kategorizitäts- 
frage 1%) des Axiomensystems S die folgende Feststellung gemacht: Da über die Werte 
von A, B und den Wertverlauf von <x, y> nichts bekannt ist, und auch darüber nichts, 
ob alle I-Dinge auch I II-Dinge sind, muß S, um kategorisch zu werden, jedenfalls eine 
diese Dinge normierende Erweiterung erfahren. Diese „Normierung‘‘ erfolgte mittels 
der folgenden Axiome: 

VI. 1. Alle I-Dinge sind I II-Dinge. (IV. 1. wird hierdurch überflüssig.) 
2. Es st A=0, B=[{[0}. 
3. Es ist a, = HUHN). 

Ferner wurde erörtert, daß die „absteigenden Mengenfolgen‘‘ im Interesse der 
Kategorizität gleichfalls verboten werden müssen. Hierzu diente dort ein Axiom VI. 4., 
das wir hier in etwas erweiterter (verschärfter !) Form übernehmen. 


Zu diesem Zweck definieren wir zunächst: 


Als Vorgänger eines Il-Dinges f bezeichnen wir alle I-Dinge x und [f, x] mit 
[f,<2]# A. In Zeichen: nf. 


(Also in der Terminologie von loc. cit. Il: Die Vorgänger bilden den Bereich 
B(f) + |[f, B(f)]|- Sie sind offenbar diejenigen I-Dinge, die man zur direkten Kon- 
struktion von f (d.h. zu seiner „naiven“ Definition durch Angabe aller seiner Werte) 
wirklich braucht). Nunmehr lautet unser Axiom: 
VI. 4. Es gibt kein II-Ding f=+ 0 mit der folgenden Eigenschaft: zu jedem 

xef existiert ein yef mit ynz und y+B®). 

16) J)je Umkehrung ist trivial, da S* aus S folgt. Denn Ill. 3*. ist loc. eit. II als Satz 56 (Seite 
728) bewiesen; [und IV. 2*. besagt in der dortigen Terminologie (wir ersetzen f, ff durch H = Bif), 
1’ =Bi(f'), die Mengen sind, wenn f,f’ I II-Dinge sind): wenn H’< [g,H]| ist, so ist mit H auch H’ eine 
Menge, und dies folgt aus der Schlußbehauptung von $ 2 in Kap. Il sowie Satz 10 b (Seite 685 und 69). 

16) Ein Axiomensystem heißt kategorisch, wenn es vollständig ist, d. h. wenn jede weitere Aussage 
über das System aus ihm folgt oder mit ihm im Widerspruch steht. Vg}. hierüber loc. eit. I Seite 238. 

17) Über 0,{x}, {x,y} vgl. Anm.11); {fx}, {x,y}} hat die für den „Paarbegriff* «x, y) unbedingt 
erforderliche Eigenschaft, daß es für x,y und x’,y’ nur dann übereinstimmt, wenn @=«#, y=y’ ist 
(vgl. Anm. ®)). 

18) Die wesentliche Verschärfung gegenüber der Fassung loc. ceit. I (Seite 239) ist, daß dort e statt 
n stand. Die Vorgänger von x durch yer (und nicht durch ynx) zu definieren, ist für Mengen und nicht 
für Funktionen sinngemäß (da die ersteren durch Angabe ihrer Elemente bestimmt sind, die letzteren 
aber nur durch den vollen Wertverlauf). Ein unerheblicher Unterschied dagegen ist, daß das genaue Ana- 
logon von VI. 4. loc. eit. I so gelautet hätte: 

Es gibt kein II-Ding a mit der folgenden Eigenschaft: 

Es ist für jede endliche Ordnungszahl (d.h. ganze Zahl) n 

la,n + 1]nla.n), [a,n] + B 
(n+ 1 unmittelbar auf n folgend heißt loc. eit. II ni 1, vgl. dort Seite 741—743). Wir zogen die 
Formulierung des Textes vor, weil in ihr der (erst mit Hilfe eines großen Apparates aus den Axiomen 
S* herleitbare) Begriff der endlichen Ordnungszahl nicht benutzt wird. Man kann zeigen, daß beide Formu- 
lierungen gleichwertig sind, sie drücken beide aus, daß, wenn man von irgendeinem lI-Ding f ausgehend 
einen Vorgänger wählt, dann einen Vorgänger des Vorgängers usw. — das Verfahren einmal stehen 
bleiben muß (freilich muß diese Folge von Wahlakten durch ein II-Ding erfaßt werden können, vgl. loc. 
eit. I, Seite 239.) — Die Notwendigkeit der Ausnahme mit B in IV. 4. ergibt sich aus der Tatsache, daß 
BnB ist. Denn wegen V1. 2. ist [B,4]= B#$ A. 
Journal für Mathematik. Bd. 160. Heft 4. 31 
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Es wurde bereits a. a.O. gesagt, daß die Hinzunahme dieser Axiome zu S keine neuen 
Widersprüche erzeugt. 

Die Frage der Kategorizität (zu der dies nicht das letzte Wort ist, vgl. a. a. O.) 
soll uns hier nicht näher beschäftigen. Zum Nachweise aber, daß die Widerspruch- 
freiheit von S* auch die von S nach sich zieht, wird die Axiomengruppe VI. eine wich- 
tige Rolle spielen. Wir werden nämlich die genannte Behauptung beweisen, indem 
wir zeigen: 

&) Wenn S* widerspruchsfrei ist, so ist es auch das System S* + VI. 
ß) Aus S* + VI. folgt S. 
Somit hat die Widerspruchfreiheit von S* auch die von S zur Folge. 


(Da übrigens offenbar aus S S* folgt, vgl. Anm. 5), folgert man leicht weiter: 
wenn eines der drei Axiomensysteme S*, S, S-+ VI. widerspruchsfrei ist, sind es alle 
drei — vgl. $2 des Kap. II dieser Arbeit —, und wie man sich leicht überzeugt, ist jedes 
von ihnen eine wesentliche Verschärfung des vorhergehenden.) 


5. Es sei noch einiges darüber hinzugefügt, wieweit im nachfolgenden die Kenntnis 
der citierten Arbeiten I und II vorausgesetzt wird. I ist zwar insofern von Bedeutung für 
diese Überlegungen, als wir immer wieder an die dort entwickelten Gedanken über das 
Axiomatisieren der Mengenlehre anknüpfen mußten; immerhin ist in den nun folgenden 
sachlichen Ausführungen ihre Kenntnis nicht notwendig. Von II werden wir da- 
gegen häufigen Gebrauch machen, aber stets unter genauem Hinweis auf die Stelle, 
die gerade benötigt wird. Eine gewisse Vertrautheit mit den Methoden von II werden 
wir freilich bei einigen Beweisen voraussetzen müssen. 


Die Widerspruchfreiheitsbeweise. 


I. Beweis von a. 


1. Wir müssen zuerst erörtern, welche Resultate von loc. cit. II unverändert 
erhalten bleiben, wenn an Stelle von S das Axiomensystem S* zugrunde gelegt wird; 
d. h. welche Rolle dort die Ersetzung von 111. 3., IV, 2., durch III. 3.*, IV. 2.* spielt. 
Dazu müssen die Kap. II—IX der genannten Arbeit nacheinander betrachtet werden. 


Im Kap. II wird IV. 2. nur an den drei folgenden Stellen benützt (auf III. 3. kommt 
es nicht an, da Ill. 3.* mehr verlangt): bei der Schlußbehauptung von $ 2, beim Beweise 
von Satz 1b, und beim Beweise von Satz Ab. Die Schlußbehauptung von $ 2 folgt 
aber auch aus IV. 2., wenn darin g mit [g, x] = x (Axiom 11. 1.) gewählt wird (sie besagt: 
wenn 9 I II-Ding und 9 <y ist, so ist auch @ I II-Ding). Bei den Sätzen 1b, 4 b ist 
zu zeigen: > Pr ist I II-Ding; wenn Z, J I II-Dinge sind, so ist es auch 7 + J. 

u, — 
Wegen I. A 
I II-Ding ist; die Anwendung der Schlußbehauptung von $ 2 bzw. von Satz 8b (der, 
wie wir sehen werden, nicht von IV. 2. abhängt) ergibt dann die Behauptung. Wenn 
für ein Paar @’,y’ mit @’#+y’ {z’,y’} I II-Ding ist, so ist es jedes {x,y} wegen 


{7, y} r Ihe, y'}]|, falls 


Is {u}, A +J = S({H, J}) genügt es daher, zu zeigen, daß {x, y} stets 


[/, x] 1, L/, y'] u 


ist, was offenbar durch f = | = , geleistet wird — wir brauchen nur Satz 10 b 


I«ı 
anzuwenden (der, wie wir sehen werden, nicht wesentlich von IV. 2. abhängt). Ein Paar 
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x',y' wie gewünscht zu finden ist aber leicht: für das I II-Ding f aus Axiom V. 1. exi- 
stieren offenbar zwei verschiedene x’, y’ mit x’ef, y’ef, daher ist {x’ y’} < f, also I II-Ding!®). 
Im Kap. III wird IV. 2. nur beim Beweise von Satz 10 b benutzt (wonach mit H 
auch |[f, #]| I II-Ding ist); dies folgt aber, wie man sofort sieht, ebensogut aus IV. 2*, 
In den Kap. IV und V (Theorie der wohlgeordneten Mengen und der Ordnungs- 
zahlen !) wird IV. 2. überhaupt nicht benützt. 


Im Kap. VI wird IV. 2. erst in den $$3, A. (Beweis des Wohlordnungssatzes!) 
benützt, deren Inhalt mit IV. 2. fällt. Immerhin behält Satz 56 (da er mit III. 3. gleich- 
bedeutend ist) und der daraus folgende Satz 57 (das Auswahlprinzip !) Gültigkeit; wir 
werden weiter unten sehen, wie daraus (etwa mit der Zermeloschen Methode) der Wohl- 
ordnungssatz gefolgert werden kann. 

Im Kap. VII geht IV. 2. in die $$ 2, 3 (Vergleichbarkeit der Mächtigkeiten) ein, 
und zwar indirekt, weil hier der Wohlordnungssatz (Satz 55) benützt wird. Immerhin 
sind die Sätze 62 a,b, 63, 67 von diesem ohne weiteres unabhängig. Da wir weiter unten 
(wie bereits erwähnt), den Wohlordnungssatz für Mengen (aber nicht für Bereiche, 
d. h. „zu große‘ Mengen) aus dem gültigen Satz 56 (Auswahlprinzip !) herleiten werden, 
behält Satz 64 a wenigstens für Mengen seine Gültigkeit, und KZ(#) bleibt für Mengen 
sinnvoll. Infolgedessen wird 64 b gegenstandslos, 64 e bleibt richtig, und mit ihm 65, 
66. Der Satz 68 gilt für Mengen H, H’ unverändert, ebenso 69 und die „Triehotomie‘“ 
auf Seite 735. Die Schlußbemerkung des $ 3 wird aber gegenstandslos bzw. hinfällig. 

In den Kap. VIII und IX schließlich wird IV. 2. überhaupt nicht benützt, hier 
bleibt also alles gültig, mit einer einzigen Ausnahme: beim Beweise von Satz 88 (Kap. VIII, 
$ 4) wird KZ(H) gebildet, also gilt er zunächst nur für Mengen H. Die auszufüllende 
Lücke wäre, zu zeigen: wenn H ein Bereich, aber keine Menge (kein I II-Ding) ist, so 
ist es einer echten Teilmenge von sich selbst äquivalent. Hierzu genügt es (vgl. den 
Beweis von 88) eine mit w äquivalente Teilmenge von H anzugeben, was ohne weiteres 
geht 2°). 

Zusammenfassend können wir also sagen: Aus S* folgen, ebensogut wie aus S, 
alle Resultate der Arbeit II, mit den folgenden Ausnahmen: Der Wohlordnungssatz 
gilt nicht in der Form von Satz 54, 55, sondern es gilt nur der auf Mengen bezügliche 
Teil von 55 (56, 57 behalten ihre Gültigkeit bei). Bei der Äquivalenz kann die Mächtig- 
keit (die Kardinalzahl von 7, KZ(H)) nur für Mengen H definiert werden, so daß 
Satz 64 a nur für Mengen gilt, 64 b fortfällt, und 65—69, sowie die Trichotomie (allge- 
meine Vergleichbarkeit) auf Seite 735 nur für Mengen gültig sind. Die Schlußbemerkung 
von $ 3 im Kap. VII fällt aus dem gleichen Grunde fort. 

Wir müssen aber noch den Beweis des Wohlordnungssatzes im genannten Um- 
fange nachholen. 


2. Es soll gezeigt werden: wenn Ä eine Menge ist, so gibt es eine Wohlordnung 
W von H. Da uns der Satz 57 zur Verfügung steht, oder noch besser die II-Dinge 
g, h aus Anm. 2°) (die wir freilich jetzt, wo 7 eine Menge ist, auf echte Teilmengen von 





19%) f hat ja unendlich viele Elemente, und wir brauchen ein I1l-Ding mit zwei Elementen! 
2) H sei Bereich, aber keine Menge. Wenn K eine Menge < H so ist A$&H.H— K=0, also 
gibt es ein x mit [7 — K,a]#4A, d.h. [H,x2]$+4A,[K,x] = A. Wenn wir dies auf die Form [f,<H, x»] 
+ 4 bringen, und Ill. 3.* anwenden, so gewinnen wir ein g, so daß für jede Menge X<H [g,K] zu H 
aber nicht zu K gehört. Wenn wir also ein kA mit [k, X] = K + {[g K]} konstruieren, so haben wir stets 
K<[A,Kl<H 
und [A, K] ist wieder Menge und hat genau ein Element mehr als K, [g, K). 


Wir wenden nunmehr den (von IV. 2. unabhängigen) Satz 92a an (Möglichkeit der Definition 
31* 
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H beschränken müssen), können wir den Wohlordnungssatz mit einer der Zermeloschen 
Methoden ohne weiteres beweisen. g, A haben nämlich die folgenden Eigenschaften: 
Wenn K<AH ist, so ist X < [h, K] < H, und [h, X] hat genau ein Element mehr als 
K, und zwar ist dieses [g, X]. Am allerbequemsten kommen wir aber unter Benützung 
des Definierens durch transfinite Induktion ans Ziel, da der die Möglichkeit desselben 
gewährleistende Satz 90 (loc. eit. II) von IV. 2. unabhängig ist. Diese Beweismethode 
zeigt übrigens auch am klarsten, warum der Beweis für Nicht-Mengen H nicht gelingt. 

Wir wählen das II-Ding @ aus Satz 90 so, daß für alle OZ (Ordnungszahlen) x 
(die gleichzeitig I II-Dinge sind) und alle I II-Dinge v 


[9] = Is, II, @]|] 


gilt, was offenbar ohne weiteres geht. Insbesondere haben wir dann für jedes II-Ding y 


Ir. € m) R 5). r| | = 119 #11]; 


und Satz 90 behauptet daher die Existenz eines II-Dinges, für welches für alle OZ x 


gilt. Es soll gezeigt werden, daß dieses y eine gewisse OZ P ein-eindeutig auf 7 ab- 
bildet, womit dann die Wohlordenbarkeit von H dargetan ist (es genügt W = [y] ( = Z 
zu setzen ?!)). 

Diejenigen OZ x, (die gleichzeitig I II-Dinge sind), für die | [y, x«]| < 4 ist, nennen 
wir normal; die Normalität von x kann auf die Form [7j, x] + A gebracht werden ??), 
und wenn wir B(f) = P setzen, so ist P ein Bereich, der die normalen OZ und nur diese 
umfaßt. Wenn x normal ist, und yex, so ist auch y normal, denn es ist „OZ, y <e, 
also |[y, y]| < |[y, z]] <A; somit folgt aus zeP x<P. Nach Satz 46 (loc. eit. II) 
ist daher ?P OZ. Wir werden zeigen, daß P die gewünschte Eigenschaft hat. 

Seien z,y normal. Wenn x <y ist, also zey, so haben wir: [y,x]e | [y, y]| 
und |[y,y]| <JH, also ist [y,y] = [g, |[y, y]| ] nicht Element von |[y,y]|. Daher 
ist [y, 2] + [y, y]; da hier x, y dieselbe Rolle haben, folgt dies auch aus x > y, also 
allgemein aus 2 +y. Weiter ist für normale x |[y, x2]| <A also [y, x] = [g, |[y, x]| ] 
Element von H. Somit bildet » die Menge P ein-eindeutig auf |[y, P]| <A ab. 

Da H eine Menge ist, ist es auch |[y, P]|, sowie das ihm äquivalente ?; wäre nun 
[y, P]|#H, so wäre POZ und I II-Ding und |[y, P]| < H, also wäre es normal, 
d.h. PeP, was mit P 0OZ unverträglich ist. 

Damit ist |[y, P]] = H, d.h. die Äquivalenz von H und der OZ P — also der 
Wohlordnungssatz bewiesen. 

Wenn H keine Menge ist, so gehen alle Schlüsse ebenso, bis auf den, nach dem P 
I II-Ding ist. Da schließen wir vielmehr so: Wäre P I II-Ding, so wäre es auch |[y, P]|, 
also [y, P] + H, woraus wie oben eine Unmöglichkeit folgt. Somit ist P kein I II-Ding, 


durch vollständige, finite Induktion), u. zw. setzen wir 
u=0,[9, <z, J>] = [h, J] 

(es ist leicht, ein solches $ zu h zu finden). Dann wird [4,0] = u, [y,2+1]=[A,[y,x]] (x eine endliche 
Ordnungszahl). 

Es ist leichter einzusehen, dass stets [g, [x.x]]e H ist, und daß aus «+ y [g, [x, 2]] # [g, [x, y]] folgt 
(z, y aus w), was hier nicht weiter erörtert werde. Daher ist |[g, |[y,®]|]| eine mit  äquivalente Teil- 
menge von H. (Einen anderen Beweis hierfür geben wir im $ 2 von Kap. I, vgl. Anm. ?°)). 

2!) Zu den Bezeichnungen vgl. deren Zusammstellung loc. eit. II, Seite 671—673. 


22) Wir müssen ausdrücken: „[y, 2] eP(H), \[y,x]| + H“, was mit den Methoden der Arbeit II 
mühelos geht. 
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als OZ muß es also gleich 2** sein (Satz 47, loc. eit. II). Somit hat 7 eine zu 2** äqui- 
valente Teilmenge (|[y, P]|, P = 2**), und weiter kommen wir nicht 2). Auch die 
anderen Beweismethoden des Wohlordnungssatzes erlauben es uns nicht, diese wohl- 
geordnete Teilmenge von H noch wesentlich zu vergrößern. 


3. Nunmehr gehen wir daran, die Behauptung « des $ 4 der Einleitung zu beweisen. 
Als erste Etappe hierzu zeigen wir: wenn S* widerspruchfrei ist, so ist es auch S* + VI. 2. 
Sei also ® ein System (d. h. zwei Dinge A, B zwei Klassen I und II von Dingen, und 
zwei Operationen [/, x] und (x, y)), das S* erfüllt; es gilt dann, ein neues System ®’ zu 
konstruieren (d. h. zwei Dinge A’, B’, zwei Klassen I’, II’, und zwei Operationen [f, ]', 
(z,y)'), das S* + VI. 2. genügt. 

Über S* hinausgehend muß also in ®’ gelten: A’= 0’, B’ = {0’Y'*),d.h. [A’, x] = A 
(für jedes I-Ding x), [B’, A’ = B’, [B’, x]' = A’ (für jedes I-Ding x + A’). 

Dies erreichen wir folgendermaßen. A’, B’ setzen wir gleich 0, {0} ?°), die I’- und 
Il’-Dinge seien bezw. die I- und II-Dinge: (x, y)’ = (x, y). Die Definition von [f, x]’ 
aber ist diese: es gibt gewiß ein II-Ding y, für welches zu jedem I-Ding x genau ein I-Ding 
y mit x = [y,y] existiert, und [9, A] = 0, [$, B] = {0} ist; sowie ein II-Ding y, so 
daß x = [g,y] mit y = [y, x] gleichbedeutend ist (9, y sind zueinander invers ®®)), 
dann sei [f,x]' = [p, [f, &]]. 

Daß für jedes I-Ding (d. h. I’-Ding) y [f,y]' = [f,y] gilt, bedeutet [/,y] = 
— [p, [f, y]] oder auch [f,4] = [y, [f,y]]. Daher kann zu jedem fein / und zu jedem f ein 
f gefunden werden (diese sind II-Dinge, d.h. II’-Dinge), so daß die obige Relation gilt. 


Außerdem bestimmen sich f, f gegenseitig eindeutig (nach Axiom I. 4.). 


Aus diesen Bemerkungen folgert man ohne besondere Schwierigkeiten, daß ®' 
(ebenso wie ®) allen Axiomen von S* genügt. Aber auch die darüber hinausgehenden 
Bedingungen sind erfüllt: 


[A',2] = [0,2] = [e, [9, 2]] = 9, A]=0 =A), 

[B', A’T = [{0},07 = [p, [{0}, 01] = [9, B] = {0} = B/, 

[B',x] = K0), 2] = [p, 0}, «]] = (9, A] =0 = A 
(das letztere für c#$0, d.h.# 4). 


23) Hiermit gewinnen wir noch einmal das Resultat von Anm. 2): wenn H keine Menge ist, so hat 
es eine mit 2**, und um so mehr eine mit & äquivalente Teilmenge. 

24) Man beachte, daß 0’ in ©’ vonOin® verschieden sein kann, und ebenso die Operationen {r}', 
{x,y}’ in ©’ von den Operationen {x}, {x,y} in ®; können doch alle wesentlichen Bestandteile von ®’ 
anders definiert sein als die von ®. Dies gilt auch noch, wenn I’- und Il’-Dinge sowie I- und Il-Dinge 
dasselbe sind. 

35) 0,{0} aus ®, nicht etwa aus dem erst zu definierenden ®’. 

26) p ist, wie man sich leicht überlegt, gewiß vorhanden, wenn man einem Il-Dinge an vier Stellen 
vier Werte vorschreiben kann, und sonst [p,x]= x gilt. Seien die vier Stellen a, b. e. d, die Werte a’, b’ 
c'’,d’. Dann bilden wir: 


Fr | er Hr 2= | ,—| „ p' po’ 
7 u 2 | (a, b} 
9''’ hat bereits an den Stellen a.b,c,d die Werte a’,b’,c’,d’. Sodann sei [PIY, x] = x (nach Axiom 


II. 1.), dann leistet 


rm „IV 
0 (a 
ta, b} + 1, d} 
alles Gewünschte. Die Existenz des y folgt aus der von sofort: es genügt a. d,c,d und a’, b’, ce’, d’ 
miteinander zu vertauschen. 
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Wir zeigen weiter, daß auch S* + VI. 2., 3. widerspruchfrei ist, d. h. wir kon- 
struieren ein System ®’’ (bestehend aus A’, B’” den Klassen I’, II’, und den Opera- 
tionen [f, x], <x, y»”’), das S* + VI. 2., 3. genügt. 

Es seien A”, B”’, 17’’, 11”, [f,x]” mit A’,B’, I’, II’, [f,x]' übereinstimmend, 
dagegen (x, y)’ = {{x},{x,y}}'. Auf Grund der Überlegungen von loc. cit. II, Seite 698 
(die auf ®’, das ja S* genügt, anwendbar sind) gibt es zwei Il’-Dinge f, g, so daß 

VERS AED BE LE 3 DE EA 1 SETZE 3 EEE a a ae 707% 
gilt, d. h. 
[/, {, yy] = (a, y", [8; [, yy" = (m, yy. 
Hieraus folgt sofort, daß auch ®’” dem S* genügt. 

Da ferner die Definition von A”, B”, [f, x] dieselbe ist, wie die von A’, B’, [f, x)‘, 
genügt ©’, ebenso wie ®’ VI. 2. Aus dem gleichen Grunde stimmt insbesondere 
{{zY’,{z,yy’} mit {{x}', {x,y}'} überein, also gilt 

X 2 Pa E62 DEE CE a0 Ze 
Somit erfüllt ©’ auch VI. 3., womit alles bewiesen ist, 

4. Es bleibt übrig, die Widerspruchfreiheit von S* + VI. zu beweisen; sei also ® 
ein S* + VI. 2, 3. genügendes System, (bestehend aus A,B, I, II, [f, x], (x, y>), es 
gilt ein ®’ (bestehend aus A’,B’, V’, Il’, [f, x], <x,y>’) zu konstruieren, das außer 
S* + VI. 2., 3. auch noch VI. 1., 4. befriedigt. Wir werden dabei A’=A,B’=B, 
[f, x] = [f, x], (x, y’ = (x, y) belassen, und nur den Begriff der I- und II-Dinge wesent- 
lich einengen, um bzw. die I’- und Il’-Dinge zu gewinnen. 

Zuerst müssen wir aber die Struktur von ® etwas näher untersuchen. — 

Wir wählen ein festes I II-Ding f, so daß für alle Mengen Z [f, H] = H# (Satz13b 
loc. eit. II) gilt; und definieren dann durch transfinite Induktion (Satz 90 loc. cit. II) 
eine Funktion y, wobei die Funktion des Satzes 90 so zu wählen ist, daß für alle I II- 
Dinge x und » 

[9,2 »] = S(I[f II, 2]|) + {0, {03} 
gilt 2”). Insbesondere wird dann für jedes II-Ding y 


FD] = sh (9): 2]|)) + 10,109 = Surk, I 211) + 0, (09), 
für das y von Satz 90 gilt also (x eine beliebige 0Z) 
[y, 2] = S(Lf; [9 2111) + {0, {03} 
(vgl. die Bemerkung in Anm. ??)). 
Wir beweisen nun nacheinander: 
Satz 1. Alle [y, x], x0Z, sind Mengen. 


Beweis: Daß [y,x],x0Z, keine Menge ist, bedeutet ze 2**, [2*, [y,x]] = A, 
was ohne weiteres auf die Form [h, x] + A gebracht werden kann. 4 = B(h) ist daher 
der Bereich aller dieser x. Es ist 7 < Q2**, und wenn es solche x gibt, H=+0. Dann 





2, Da S(l[f, v,x])| nur dann Sinn hat, wenn alle Elemente von |[f, |v, x2]]]| Mengen sind, d.h. 
also wenn alle ye [v, x]; es sind (denn dann sind es ja die z=[f,y] = y’ von selber), müssen wir eigent- 
lich so vorgehen: sei g ein Il-Ding, so daß für alle Mengen von Mengen H [g, H] = S(H) ist (Satz 8b loc. 
eit. II), dann verlangen wir 


[9, <2,»2] = [g, I[f, Ip, 2]1]] + {0, {0}, 
(das Zeichen + sollte ebenso behandelt werden, ferner gilt dasselbe für x”). 





jo 


h 
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hat das nach =) 2 geordnete H ein erstes Element, es heiße x; dann gehört x zu H, 


aber keine OZ y<x, d.h. yez. 

Somit sind alle Elemente u von |[y, x]| gleich [y, y], yex, also Mengen, und 
[f, u] = u“, also ebenfalls eine Menge. Alle Elemente von |[f, |[y, w]|]| sind also Mengen, 
und folglich 


[y, 2] = StR IIv, 111) + {0, {03} 
(vgl. Anm. °”)); also ist [ y, x] eine Menge, x gehört auch nicht zu 7, was ein Wider- 
spruch ist. 

Satz 2. Es sei 2,y0Z, x <y, dann ist 

[ya]lv<[y,y]l und [y2]<[yyl. 

Beweis: Es ist zey, [y,x]e |[y,y]|, [y,x]v” = [f, [y,x]] Element von 
[5 I[y, y]1]|, und somit < S(L/, II, v1) < I Yl. 

Ferner hat x <y offenbar S(|L/ıl[y, 1111) + {0, {09 < SULH, ILw, WI) + {0, {0}), 
d.h. [y, 2] < [y, y] zur Folge. 

Definition. Wir bilden den Bereich /7T = S[|[y, 2**]|], dessen Elemente somit alle 
Elemente aller [y, x], 0Z, sind. 

Satz 3. Es ist 

IH < II 28), 

Beweis: Es ist zu zeigen: wenn f zu //’! gehört, d. h. wenn es ein I II-Ding ist und 
alle x, [/, x] mit [f, x] + A zu // gehören, so gehört auch f zu /J. Oder auch (vgl. die 
Definition im $ 4 der Einleitung): wenn alle Vorgänger des I II-Dinges / zu // gehören, 
so gehört es selbst zu //. In einer dritten Formulierung (vgl. ebendort): wenn f I II-Ding 
und A(f) + |[f, B(f)]| s TT ist, so ist fell. 

Wenn für irgendeine OZ x B(f) + I[f, B(f)]| < [y, x] ist, so ist (wie man sich 
leicht überlegt) fe[y, z]|Y”, also fe[y, e{-1] (wegen x <x-+1 und Satz 2), und 
daher fe//, wie behauptet wurde. Es genügt somit, B(f) + |[f, A(f)]| < [y, x] zu be- 
weisen. 

Nun ist mit f auch B(f) + |[f, Z(f)]| ein I II-Ding, also ist es eine Menge, ferner 
nach Annahme < IT; wir werden allgemeiner beweisen: wenn für eine Menge H</I 
gilt, so ist auch 7 < [y, x] (für eine geeignete OZ x). 

Jedes u e H gehört ja zu IT, also zu einem [y, x], x0Z; wir können z0Z,ue[y, x] 
unschwer auf die Form [j, (u, 2>] # A bringen, dann gibt es zu jedem u e Ä ein x, so daß 
diese Relation besteht. Wenn wir hierauf III. 3.* anwenden, so haben wir also: für jedes 
ueH ist [k, u]OZ, ue[y, [k, u]]. Sei nunmehr X = |[k, H]|, dann ist Zf eine Menge (weil 
H eine ist), X<2** und H< |[y, X]. 

Da H eine Menge von OZ ist, ist x = S(Jf) eine OZ und I II-Ding (Satz Sle loc. 
cit. II); für jedes yeJf haben wir y<S(X) = x, [y,y]<[y,x] (Satz 2). Daher ist 
I[y, A| s [y, x], 7 < [y, x], womit alles bewiesen ist. 

Zusatz. Auch A=0 und B={0} gehören zu //, darum ist Z(/T)<II (vgl. 
Anm. °®)). 





28) Für Mengen H (die mehr als ein Element enthalten) ist 4#<H auf Grund des bekannten 
Mächtigkeitssatzes ausgeschlossen; wohl aber kann für Bereiche, die keine Mengen sind, diese Relation 
gelten, so ist z.B. 22<N. Satz 3 hat also die Konsequenz, daß /T keine Menge sein kann. 
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Beweis: Jedes [y, x] enthält 0 und {0} (nach der definierenden Relation des %), 
also auch /7T. Folglich ist 
P(IT) = {A, BYT< ITI<II. 
5. Wir fahren mit der Untersuchung von /T7 fort. 
Wenn u zu // gehört, so gehört es einem [y, x], x0Z an; wir können x OZ, ue[y, x] 
auf die Form [f, <] + A bringen (f hängt von u ab) und If = B(f) setzen, dann ist A 


der Bereich aller x0Z mit ue[y, x]. Daher ist If < 2**, 3/0, und das nach (K)z 


geordnete X hat ein erstes Element. Dieses heiße x, dann gehört x zu X, und für jedes y 
von X gilt x <y; also: <0Z, ue[y, x], und aus y0Z, uely,y] folgt x <y. 

Es ist nicht schwer, diese, x offenbar eindeutig festlegende Relation zwischen u und & 
auf die Form [f,<u, 2] + A zu bringen; nach III. 3. (um so mehr nach III. 3.*!) gibt 
es somit ein II-Ding g, so daß für jedes u dieses x gleich [g, u] ist. 

Definition. Zu jedem u von // gehört nach dem soeben Gesagten ein und nur ein x 
mit den folgenden Eigenschaften: 

z0Z,uely,x], aus yOZ,ue[ly,y] folgt = <y. 
Dieses x nennen wir den Grad von u, in Zeichen: G(u) ??). Wie soeben gezeigt wurde, 
gibt es ein II-Ding g, so daß stets G(u) = [g, u] ist. 

Satz 4. Wenn unv ist (u Vorgänger von v), u, v von II, so ist entweder u = A, 
oder u=B, oder G(u) <G(v). 

Beweis: Es genügt, zu zeigen: wenn un®, u, v von II, u+ A,u + Bist, und ve[y, x], 
so gibt es ein y< x (x,y0Z) mit ue[y, y]. Wir können dann x = G(v) setzen, es muß 
G(u)<y<zxz=G(v) sein. 

Sei also ve[y, x], d.h. veS(|[f, |[y, x]]]]) + {0, {0}}. Dann ist entweder ve{0, {0}}, 
oder ve S(j[f, |[y, z]| ||). Im ersten Falle ist v = 0 oder v = {0}, 0 hat gar keine Vor- 
gänger; {0} nur O und {0}; d.h. A und B; also wäre dann u = A oder u = B entgegen 
der Annahme. Im zweiten Falle ist ve[f, [y, y]], yex, d. h. ve[y, y]yv), yOZ, y <a. 
Daher gehört jeder Vorgänger von v zu [y, 4] (dies folgt aus der Definition des Vorgängers), 
also insbesondere u e[y, y]. Damit ist alles bewiesen. 

Satz 5. Es gibt kein II-Ding f</I, f+0 mit der folgenden Eigenschaft: zu 
jedem zef gibt es ein yef mit ynx und y=+ B®°"). 

Beweis: Wenn Aef ist, so sind wir sofort fertig: da A = 0 überhaupt keine Vor- 
gänger hat, können wir x = A setzen, schon ynx ist dann unmöglich. Es sei also nicht 
Aecf. Wäre unser Satz falsch, so gäbe es zu jedem xe f ein ye/ mit yn« und y=++A (da 
yef und nicht Aef ist), y+ B; also nach Satz 4 mit G(y) < G(x). 

Wir wählen g nach der Definition von G(u) und setzen I = |[g, B(f)]|; es ist 
offenbar Zf < 2** und 3 #0 (wegen {+ 0). Trotzdem gibt es zu jedem Re X einSeX 
mit s <r (weil If der Bereich aller G(u) = [g, u], wef ist), und dies ist unmöglich, da 


das nach (5) 2 geordnete X ein erstes Element haben muß. 


Jetzt erst sind wir in der Lage, ®’ endgültig zu beschreiben, d. h. anzugeben, was 
I’-Ding und was I1’-Ding sein soll. Wir definieren: I’-Dinge nennen wir die Elemente 
von ]J/ (sie sind also auch I-Dinge), Il’-Dinge alle II-Dinge f, für die alle Vorgänger 





2°) Dieser Begriff des „Grades“ entspricht dem Russellschen Begriff der „Stufe“, in einer konse- 
quent aufgebauten und den „Cantorschen Umfang“ erreichenden Mengenlehre kann man nicht vermeiden, 
alle (transfiniten !) Ordnungszahlen als „Grade“ (= „Stufen“) zuzulassen. 

%) Das ist das Axiom VI. 4., aber vorläufig nur für 1I-Dinge f<IT formuliert. 





a hd 
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I’-Dinge sind (d.h. jedes x und [f, x], [f, 2] # A, zu /T gehört oder auch A(f) + |[f, Z(f)]| 
< IT gilt). Wir stellen fest: A, B sind I’-Dinge (vgl. Zusatz zu Satz 3); wenn fein Il’-Ding 
und x ein I’-Ding ist, so ist [f, x] ein I’-Ding (für [f, «<] # A nach Definition der Il’-Dinge, 
für [f, x] = A nach der ersten Bemerkung); wenn x, y I’-Dinge sind, so ist auch x, y) 
ein I’-Ding (denn es ist = {{x}, {x,y}}, also Element von ?(P({z,y})), und wegen 
[z,y} < II ıst auch die letztere Menge < //, vgl. Zusatz zu Satz 3). Ferner zeigen wir: 
jedes Il’-Ding, das gleichzeitig I-Ding ist, ist auch I’ II’-Ding. Denn es ist I II-Ding, 
und alle seine Vorgänger gehören zu //, also gehört es zu /7’’, d. h. nach Satz 3 zu I/, 
ist also auch I’-Ding. Und schließlich: alle I’-Dinge sind auch I’ II’-Dinge. Denn zunächst 
folgt aus well uely,2],2x0Z, also uweS(|[f, |[y, z]|]|) + {9, {03}, d.h. vue[ly, ylvv, 
yex (also yOZ) oder u = 0 oder u = {0}, so daß u auf alle Fälle I II-Ding ist. Weiter 
gehören alle Vorgänger von u auch zu // (je nach dem, welche der oben genannten drei 
Möglichkeiten eintritt, gehören sie alle zu [y, y], bezw. gibt es keine, bezw. sind sie O0 
und {0}, d.h. A und B — also ebenfalls Elemente von //), also ist u ein II’-Ding, und 
daher auch I’ Il’-Ding. 


Wenn wir noch beachten, daß A, B, [/, x], (x, y» in ®’ ebenso sind, wie in ®, so 
kann man leicht verifizieren, daß ®’ ebenso wie ® die Bedingungen von S* erfüllt —, und 
weil mit den obigen Begriffsbildungen auch 0, {x}, {x,y} in ®' und ® übereinstimmen, 
gilt dasselbe für die Bedingungen VI. 2., 3. Wegen der letzten Bemerkung des vorigen 
Absatzes kommt aber ®’ auch noch die Eigenschaft VI. 1. zu, und wegen Satz 5 auch 
VI. 4. 

Damit ist die Widerspruchfreiheit von S* + VI. aus der von S* hergeleitet, d. h. 
die Behauptung x restlos bewiesen. 


II. Beweis von PB. 


1. Es gilt $ zu beweisen, d. h. zu zeigen, daß ein System ® (bestehend aus A, B, 
I, II, [f, x], <x, y»), das die Bedingungen S* + VI. erfüllt, auch S erfüllen muß. Da 
aber III. 3. weniger aussagt, als Ill. 3.*, handelt es sich bloß darum, IV. 2. zu beweisen. 
Da ® insbesondere die Eigenschaften S* + VI. 2., 3. besitzt, werden wir von den Ent- 
wicklungen der $$ 4, 5 (beim letzteren natürlich nur bis zu Satz 5, einschließlich) von 
Kap. I Gebrauch machen. 

Wir zeigen zuerst (dieser Satz gilt natürlich nur, weil auch VI. 1., 4. erfüllt sind): 

Satz 6: Es ist 7 = 2°), 

Beweis: Sonst wäre das Il-Ding {= 2 —I//=+0. Nach VI. 4. gibt es ein ref, 
d.h.xe2 — II, sodaß für keinyef,d.h.yeQ — II, gilt ynx,y=$+ B. Wegen Be /I/ können 
wir auch sagen: aus ynx folgt ye/I. Dax ein I Il-Ding ist, bedeutet dies (wie man sich 
leicht überlegt) ze//!! also (Satz 3) ze //. Dies widerspricht aber ze — II. 

Satz 7. Es gibt eine Wohlordnung W von ®, so daß alle ds (u; 2, W) (u ein 
I-Ding) Mengen sind, 

Beweis: Sei xe2**, wir können x = G(u) auf die Form [f, u] # A bringen (f von x 
abhängig), und H, = B(f) setzen; dann ist H, der Bereich aller u mit G(u) = x. Daraus 
folgt H,< [y, x], also ist Ä, eine Menge, es ist leicht, ein II-Ding A mit [A,x] = H, 
(für alle xe2**, A unabhängig von x) ausfindig zu machen. Jedes I-Ding u gehört oflen- 
bar einem und nur einem H, an (x = G(u)). 


%) Man beachte, daß im $ 5 des Kap. I umgekehrt die Gültigkeit von VI. 4. durch Einengen von 
“2 (d.h der I-Dinge) auf den Umfang von /T erzwungen wurde. 
Journal für Mathematik. Bd. 160. Heft 4. 32 
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Da H, eine Menge ist, ist es wohlordenbar, wir können die Menge WO(H,) bilden, 
und es ist WO(H,) # 0 (vgl. $4 im Kap. VI loc. eit. II, sowie unsere Bemerkungen dazu, 
in den $$4,2 des Kap. I dieser Arbeit). Wir können leicht ein II-Ding k mit WO(H,) 
— [k, x] finden (Satz 28 loc. eit. II), und wenn wir j nach Satz 57 loc. eit. II (Auswahl- 
prinzip!) wählen, so ist W, = [j, WO(H,)] = [j, [k, x] = [l,x] für jedes xe2** ein 
Element von WO(H,)), also eine Wohlordnung von A,. 

Wir werden eine Ordnung W von 2 konstruieren, bei der u<v...(W) damit 
gleichbedeutend ist, daß entweder G(u) < G(v) ist, oder G(u) = G(v), also u, v dem- 
selben H,(x) = G(u) = G(v) angehörig), und u<v...(W,). Zuerst zeigen wir aber, 
daß dieses W die gewünschten Eigenschaften hat. 


xx 
Da die G(u) zu Q** gehören, und ns ZWOR** ist, sow:e alle W,WOH,, zeigt 


man auf die in der „‚naiven‘‘ Mengenlehre gewohnte Art, daß W eine Wohlordnung von 
2 ist. Weiter ist für G(v) > G(u) gewiß v>u...(W), also folgt aus v<u...(W) 
G(w)<G(u), G(v)eG(u) +1. Somit ist jedes ve _Abs(u;Q,W) Element eines 
H,= [h,x], zeG(u) +1, also Abs (u; 2, W)< |[h, G(u) + 1]. Wegen G(u) e 2** sind 
also G(u) + 1, |[A, G(u) + 1)| und bs (u; 2, W)) lauter Mengen, womit alles bewiesen ist. 

Es bleibt noch übrig, das gewünschte W wirklich herzustellen. Es muß erstens alle 
(u, vy mit G(u) < G(v) enthalten, d.h. alle Elemente der Mengen |(H,, Hy)|, x, ye2**, 
x <y und zweitens alle (u, vy mit G(u) = G(v) =2,u<v...(W,), d. h. alle Elemente 
der Mengen W,, xe2**. Einen solchen Bereich können wir natürlich ohne weiteres kon- 
struieren. 

Satz 8. Es ist 2 Q**, 


Beweis: Wenn wir W nach Satz 7 wählen, so ist WWO2Q und 22, W (Satz 41 
loc. eit. II), wir können also O0Z(2,W) = P bilden. Es ist 2, W=P, (=) 2, also 


Q=ZP. 2 ist keine Menge (vgl. den Beweis loc. ceit. II nach Anm. !?) und °), wobei IV. 2. 
nicht benützt wird! — oder auch weil Q2** keine Menge ist [Satz 47 loc. cit. II] und 
2**<0Q gilt), also auch P nicht; da aber POZ ist, muß P = 2** sein (Satz 47 loc. 
eit. II). Also ist @ = 2**, wie behauptet wurde. — 
Der Satz 8 ermöglicht uns aber das Erfülltsein der Bedingung IV. 2. zu beweisen. 
Sei erstens f ein II-Ding, aber kein I II-Ding. Es sei 7 = B(f) (H Bereich aber nicht 
Menge), und die äquivalente Abbildung von 2 auf 2** seig, DZ D**...(g). Es sei 


x*% 
X = |[g, H], dann ist HZ X und X< 2**. Aus X<2** und ZQ** er) Z 
folgt (nach Satz 50 loc. eit. II)Z 4, (X) 2, wir können daher OZ(X, ) 2) = P setzen. 


Dann ist I, (2) Z=P., 5) 2, X=ZP; also ist HP. Da H keine Menge ist, ist 


auch P keine, wegen POZ ist somit P = Q**. Daher gilt AZ 2**, und wegen 2 = Q** 
H=Z2; sei h die äquivalente Abbildung von HZ auf 2%, Hz=2Q...(h). Dann gibt es, 
wie IV. 2. verlangt, zu jedem x (natürlich ze 2) ein ye H (also [f, y] # A) mit [g,y] = «. 

Zweitens sei f ein II-Ding, und es gebe (im Sinne von IV. 2.) ein II-Ding g, so daß 
zu jedem z ein y mit [f,y]# A, [g,y] = x existiert. Dann ist Q<| [g, B(f)] |, wäre 
also / ein I II-Ding, so wären es auch A(f), |[g, Z(f)] |, und 2; das letztere ist aber (vgl. 
den Beweis von Satz 8) gewiß falsch. Also ist f kein I II-Ding. 

Damit ist IV. 2. restlos bewiesen — und somit auch die Behauptung ß. 

2. Es bleibt übrig, die Schlußbemerkungen vom $ 4 der Einleitung zu erörtern. 
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Aus S* + VI. folgt (nach ) S, und natürlich auch VI., also S+ VI. Wenn S* wider- 
spruchfrei ist, so ist es auch S* + VI (nach x), und nach dem soeben Gesagten auch 
S + VI. Weil aus S-+ VI. (ja schon aus S) S* folgt, hat umgekehrt die Widerspruch- 
freiheit von S + VI. die von S* zur Folge. Schließlich liegt S (in bezug auf den Um- 
fang der Forderungen) zwischen S* und S-+ VI., daher ist die Widerspruchfreiheit 
eines jeden der drei Systeme S*, S, S-+ VI. mit der der zwei anderen gleichbedeutend. 
(Unsere Überlegungen zeigen übrigens, daß die Axiomensysteme S* + VI. und S + VI. 
sogar logisch gleichwertig sind.) 

S + VI. ist übrigens auch vom Gesichtspunkte der Kategorizitätsfrage der Mengen- 
lehre, die wir hier freilich nicht gebührend erörtern können, von Interesse (vgl. $ 4 der 
Einleitung dieser Arbeit, sowie $ 5 Kap. II loc. eit. I). Denn hier ist (im Gegensatze 
zu S) das Verhältnis von I und I II-Dingen, sowie von [f, x], (x, y» und den wirklich 
mengentheoretischen Operationen genau festgelegt ®). Es sei erwähnt, daß der Kate- 
gorizitätsbeweis trotzdem nicht gelingt, was es als fraglich erscheinen läßt, ob unend- 
liche Systeme überhaupt kategorisch axiomatisiert werden können (vgl. $ 5 Kap. II 
loc. eit. I). | 

S + VI. ist überhaupt bei Konstruktion von Beispielen bei Unabhängigkeitsfragen 
im Axiomensystem S von Bedeutung, wir hoffen hierauf noch bei anderer Gelegenheit 


eingehen zu können. 





32) Um auf Kategorizität rechnen zu können, müßte man sich allerdings noch mit der (auch im 
$ 5 Kap. II loc. cit. I gestreiften) Frage von der Existenz „regulärer Anfangszahlen mit Limesindex“ aus- 
einandersetzen, dies gelingt aber ohne besondere Schwierigkeiten. Wir gehen hierauf nicht näher ein, 


Eingegangen 22. Oktober 1928. 
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